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4. Übung (Lösungen)

Aufgabe 4.1
Wie viele Permutationen der Buchstaben

M, A, T, H, I, S, F, U, N

gibt es, in denen die Buchtstabenfolge MATH oder IS oder FUN nicht vorkommen? Die
Permutationen MATHISFUN, INUMATHSF und ISMATHFUN sind Beispiele verbotener
Permutationen.
Lösung:
Ω := {alle Permutationen von MATHISFUN}
A := {Permutationen, in denen MATH vorkommt}
B := {Permutationen, in denen IS vorkommt}
C := {Permutationen, in denen FUN vorkommt}
E := {Permutationen, in denen MATH oder IS oder FUN vorkommt} = A ∪B ∪ C
Gesucht ist |E| = |Ω| − |E| = 9!− |A ∪B ∪ C|. Nach dem Inklusions–Exklusionsprinzip gilt
|A∪B∪C| = |A|+|B|+|C|−|A∩B|−|A∩C|−|B∩C|+|A∩B∩C| = 6!+8!+7!−5!−4!−6!+3!
wobei man |A|, |B|, |A∩B|, . . . ähnlich zu Aufgabe 3.4 berechnet. Insgesamt ergibt das |E| =
317658 Permutationen, in denen keine der drei Buchstabenfolgen vorkommt.

Aufgabe 4.2
Gegeben seien ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,P), sowie drei Ereignisse A,B,C ⊆ Ω
mit A ∩B = ∅. Weiterhin seien die folgenden Wahrscheinlichkeiten gegeben:

P(A) = 0,3; P(B) = 0,2; P(C) = 0,4 und P(A ∩ C) = 0,1.

Bestimmen Sie P(A ∪B), P(A ∪ C), P(A \B), P(C \A), P(A ∪B) und P(A ∩B).
Lösung:
P(A ∪B) = P(A) + P(B) = 0,5
P(A ∪ C) = P(A) + P(C)− P(A ∩B) = 0,6
P(A \B) = P(A) = 0,3
P(C \A) = P(C)− P(A ∩ C) = 0,3
P(A ∪B) = P(A ∩B) = 1− P(A ∩B) = 1
P(A ∩B) = P(A ∪B) = 1− P(A ∪B) = 0,5

Aufgabe 4.3
Es seien Ω = [10] und die Abbildung Pc : Ω→ R mit Pc(k) = c

2k
für c ∈ R.

a. Bestimmen Sie die Konstante c ∈ R, so dass (Ω,Pc) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist.
b. Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit das Ereignis G

”
gerade Zahl“ und für das Ereignis U

”
ungerade Zahl“.



Lösung:

a. Damit (Ω,Pc) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, muss für c gelten, dass
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b. G = {2, 4, 6, 8, 10} −→ g ∈ G lässt sich schreiben als g = 2k mit k ∈ [5].
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Aufgabe 4.4
Nehmen wir mal der Einfachkeit halber an, daß jedes Jahr 365 Tage hat1 und daß jeder
Geburtstag die gleiche Wahrscheinlichkeit hat.2

a. Bestimmen sie die Wahrscheinlichkeit, daß es unter n zufällig ausgewählte Leuten mindes-
tens zwei mit demselben Geburtstag gibt.

b. Wie groß muß n mindestens sein, daß diese Wahrscheinlichkeit größer als 50% ist?
c. Bestimmen sie die Wahrscheinlichkeit, daß es unter n zufällig ausgewählte Leuten mindes-

tens drei mit demselben Geburtstag gibt. (Tip: Berechnen Sie erst die Wahrscheinlichkei-
ten, daß es genau ein “Geburtstagspaar” gibt, dann zwei “Geburtstagspaare”, etc.)3

Lösung:

a. Sei En das Ereignis, dass unter n zufällig ausgewählten Leuten mindestens zwei densel-
ben Geburtstag haben. Dann ist En das Ereignis, dass alle n Personen unterschiedliche
Geburtstage haben. Damit En eintritt, ist der Geburtstag der ersten Person egal, die
zweite darf aber nicht am selben Tag sein wie die erste, muss also an einem der ver-
bliebenen 364 Tagen Geburtstag haben. Für die dritte Person fallen die Geburtstage
der ersten beiden Leute weg, bleiben also noch 363 Möglichkeiten usw., bis Person n,
die an einem der verbliebenen 365 − n + 1 Tage Geburtstag haben muss. Es gibt somit
365 ·364 · . . . · (365−n+1) =: (365)n günstige Möglichkeiten. Nach Voraussetzung ist jeder
Geburtstag gleich wahrscheinlich, d.h. es gibt 365n Möglichkeiten für die Verteilung der n

Geburtstage. Das ergibt für die Wahrscheinlichkeit P(En) = 1− P(En) = 1− (365)n
365n .

b. n = 23, da P(E22) ≈ 0, 48 < 0, 5 < 0, 51 ≈ P (E23).
c. Das Gegenereignis zu E :=“mindestens drei Leute mit demselben Geburtstag” ist E =“alle

haben unterschiedliche Geburtstage (A0) oder es gibt genau ein Geburtstagspaar (A1) oder
genau zwei Geburtstagspaare(A2), ... oder es gibt genau bn2 c Geburtstagspaare(Abn

2
c)”. Da

die einzelnen Ereignisse in E disjunkt sind, ergibt sich P(E) als die Summe der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten.
P(A0) haben wir in a. berechnet. Wenn es genau ein Geburtstagspaar geben soll, gibt es(
n
2

)
verschiedene Paare, die am selben Tag, für den es 365 Möglichkeiten gibt, Geburtstag

haben können. Für die restlichen n−2 Personen gibt es dann noch (364)n−2 Möglichkeiten.

1Ich weiß, das stimmt nicht.
2Das stimmt auch nicht, der Grund ist aber ein bischen weniger trivial, als bei der ersten Fußnote.
3Extra credit Aufgabe, wenn Sie ein bischen programmieren können: Wie groß muß n mindestens sein, daß

diese Wahrscheinlichkeit größer als 50% ist?



Das ergibt P(A1) =
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Möglichkeiten, zwei Paare zu bilden.

Für diese gibt es dann
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Möglichkeiten, an denen sie Geburtstag haben können. Die

restlichen n − 4 Personen müssen alle an unterschiedlichen von den verbliebenden 363
Tagen Geburtstag haben. D.h. es gibt noch (363)n−4 Möglichkeiten. Insgesamt haben wir
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Allgemein gilt für k ≤ bn2 c
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