Prof. Matthias Beck

Freie Universitat | erlin Hauke Sprink

R4 Institut fiir Mathematik

WAHRSCHEINLICHKEIT & STATISTIK AG Diskrete Ceometrie
Wintersemester 2019/20

Arnimallee 2

5. Ubung (Lésungen)

Aufgabe 5.1
Angenommen, bei einem Wurf mit n fairen und unterscheidbaren Wiirfeln wurden n verschie-
dene Zahlen geworfen.

a. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit bei n = 3, dass mindestens eine sechs geworfen wurde?
b. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit bei n = 3, dass genau eine gerade Zahl war?
c. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit bei n = 4, dass als Summe eine zehn geworfen wurde?

Losung: Sei jeweils = [6]" und F,, C 2 das Ereignis “Es wurden n verschiedene Zahlen

geworfen”. Es gilt |F,,| = 6-5-...-(6—n+1), weil es fiir den ersten Wiirfel sechs Moglichkeiten
gibt, fiir den zweiten nur noch fiinf, usw. Da die Wiirfel fair sind, ist (€2, P) ein Laplace-Raum

mit P(F) = LBL fiiy ein Ereignis F C (.

Y
a. E := “Es wurde mindestens eine sechs geworfen”, E = “Es wurde keine sechs geworfen”.
_ T _ P(F5NE) _ |FsnE| _ 543 _ 1
P(E|F3) =1—-P(E|F3) =1 - 5y =1- S5 =1-§51=3

Zur Berechnung von |F3N E|: Es wird keine sechs gewiirfelt, also gibt es fiinf Moglichkeiten
fiir den ersten Wiirfel. Fiir den zweiten gibt es vier und den dritten drei, weil alle unter-
schiendliche Zahlen zeigen miissen.

b. E := “Es wurde genau eine gerade Zahl geworfen”
_ P(FNE) _ [F3NE| _ 3332 _ 9
P(E|F3) = p(?}},) - |?}?3\ ~ 654 T 20

Zur Berechnung von |F3 N E|: Es gibt drei Moglichkeiten fiir die gerade Zahl und drei
Positionen an denen sie geworfen werden kann. Fiir die erste ungerade Zahl gibt es auch 3
Moglichkeiten, fiir die zweite ungerade Zahl gibt es nur noch 2, da wieder alle drei Zahlen
unterschiedlich sind.

c. F := “Die Summe ist gleich 10”

_PENF) _ |EnFy 4 1
P(E|Fy) = p(F4)4 - |F4\4 ~ 6543~ 15

Zur Berechnung von |Fy N E|: Die einzige Moglichkeit mit vier unterschiedlichen Zah-
len als Summe zehn zu wiirfeln, ist 1+24-344. Es gibt fiir den ersten Wiirfel also vier
Moglichkeiten, fiir den zweiten Wiirfel gibt es drei, den dritten zwei und den vierten eine.

Aufgabe 5.2
Als eine Familie nach dem Picknick im Park bei den Fahrradstellplitzen angekommen ist,
vermisst sie ihren Hund. Es gibt drei Moglichkeiten, wo der Hund sich befindet:

(A) Er ist schon nach Hause gegangen, um die Katze zu #rgern.
(B) Er sucht den einen besonders groen Knochen im Park.
(C) Er sucht Abwechslung und streunert im nahegelegenen Wald herum.



Die Wahrscheinlichkeiten dieser drei Moglichkleiten (basierend auf Erfahrungswerten friitherer
Picknicks) sind jeweils 25% fiir (A) und (C) sowie 50% fiir (B). Jeweils ein Kind wird zum Park
und zum Waldrand geschickt, um nach dem Hund zu schauen. Im Park findet das suchende
Kind ihn zu 90%, im Wald hingegen nur zu 50%.

a. Fin Kind hat den Hund gefunden. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Hund im Wald war.

b. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Hund (voriibergehend) vermisst
gemeldet werden muss.

Losung: Sei F' das Ereignis, dass der Hund gefunden wurde. Aus dem Satz iiber die totale
Wabhrscheinlichkeit folgt, dass

P(F) = P(F|A)P(A) +P(F|B)P(B) +P(FIC)P(C) = (1-1+5.141.1) = 33

wobei P(F'|A) = 1 aus der Annahme folgt, dass der Hund, falls er schon nach Hause gegangen
ist, immer gefunden wird. Damit berechnen wir:

a. P(C|F) = BFIO)P(C) _ 3% _ 5

P(F) 33 33
b. P(F)=1-P(F)=1-2=71

Aufgabe 5.3

Bei einer Umfrage zum Thema Autowartung und Motorschiden wurden Fahrzeugbesitzer be-
fragt, ob sie ihr Auto regelmiiflig warten lassen und ob ihr Wagen in den ersten fiinf Jahren
nach Kauf eines Neuwagens einen Motorschaden hatte. Als Ergebnis der Befragung ergeben
sich die folgenden Werte: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Motorschaden auftritt liegt bei
den Fahrern, die ihr Fahrzeug regelméifliig warten lassen bei 10%. Bei Fahrern, die es nicht
regelmiflig warten lassen, liegt sie bei 60%. Insgesamt lassen 70% der Fahrer ihr Fahrzeug re-
gelmiBig warten. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fahrzeug mit Motorschaden
regelméflig gewartet wurde.

Losung:

M := “Es liegt ein Mototschaden vor”, W := “Das Auto wurde regelméfig gewartet”.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(W|M), dass, gegeben ein Auto hat einen Motorscha-

den, dieses regelméfig gewartet wurde. Nach dem Satz von Bayes ist das das Gleiche wie

P(MW) P(W)
P

an P(M) berechnen wir wieder mit dem Satz iiber die totalen Wahrscheinlichkeit:

P(M) = P(M|W)P(W)+P(M[W)P(W) = 0,1-0,7+0,6-0,3 = 0,25

und damit ist P(M|W)P(W) 0,1-0,7
P(W|M) = = 20 = 0,28.
(W[M) P(M) 0,25 ’

Aufgabe 5.4

Analysieren Sie die folgende Variation einer bekannten Knobelaufgabe (n = 3) mit Hilfe von
bedingten Wahrscheinlichkeiten. Wihlen Sie als Kandidatin einer Spielshow die richtige von
n Tiiren, so gewinnen Sie einen Koffer voller Geld, wihrend sich hinter allen anderen Tiiren
nichts als heifle Luft befindet. Nachdem Sie eine Tiir gewahlt haben, wihlt der Showmaster
unter den verbleibenden n — 1 Tiiren n — 2 aus, hinter denen sich heifle Luft verbirgt. Danach
bietet er Ihnen an, die Tiir zu wechseln. Nehmen Sie an oder lehnen Sie ab?



Losung: O.B.d.A haben wir Tiir 1 gew#hlt und der Showmaster hat die Tiiren 2 bis n — 1
geoffnet. Wir definieren die Ereignisse
G, .= “Der Gewinn ist hinter Tiir £” und
T := “Der Showmaster 6ffnet die Tiiren 2 bis n — 17.
Wir wollen P(G,|T) berechnen. Nach dem Satz von Bayes (und totaler Wahrscheinlichkeit)
gilt
P(T|G,)B(Gn) _  P(T|Gy)P(Gy)

P(T) > k=1 P(T|Gr) P(G)
Die Zutaten dieser Formel berechnen sich wie folgt:
P(T'|G,,) = 1 folgt daraus, dass der Showmaster n — 2 Tiiren 6ffnen muss. Tiir 1 kann er nicht
Offnen, weil wir diese gewéhlt haben und 7,, auch nicht, da sich dorf der Gewinn befindet. Es
bleibt also genau eine Moglichkeit.

P(Gn|T) =

P(G1) = P(Gs) = --- = P(Gy) = %, da die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Koffer hinter
einer bestimmten Tiir befindet, fiir alle Tiiren gleich ist.
P(T|G1) = -1, weil der Showmaster wieder n — 2 Tiiren 6ffnen muss, dieses Mal aber nur

Tiir 1 wegféllt. Von den verbliebenen n — 1 Tiiren, sucht er sich nun genau eine zufillig aus.
P(T|Gy) = 0 fir 2 < k < n — 1, da er nur Tiiren 6ffnet, hinter denen sich kein Gewinn
befindet.

Das Ganze ergibt somit

P(GulT) = —— =

Wir sollten also die Tiir wechseln.



