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9. Ubung (Losungen)

Aufgabe 9.1
Skizzieren Sie (z.B. mit Hilfe eines Stabdiagramms) die

a. Binomialverteilung fiir n = 1000, p = 2%
b. Binomialverteilung fiir n = 50, p = 40%
c. Poissionverteilung fiir A = 20

jeweils fiir 10 < k£ < 30.

Aufgabe 9.2
Eine Firma verkauft Batterien im 6er-Pack. Erfahrungsgeméf funktionieren bei

5% aller 6er-Packs eine Batterie
1% aller 6er-Packs zwei Batterien
0,01% aller 6er-Packs drei Batterien
0,0001% aller 6er-Packs mehr als drei Batterien

nicht. Vor einem Kauf testen wir 3 der 6 Batterien (zufllig) und kaufen den 6er-Pack nur,
wenn alle drei funktionieren. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafl wir einen zufillig aus-
gewihlten 6er-Pack kaufen?

Losung: Sei 2 die Menge aller 6-er Packs. Wir kaufen nur, wenn alle 3 getesteten Batterien
funktionieren. Wir definieren die Ereignisse

E = “alle 3 getesteten Batterien funktionieren”;
F; = “genau j defekte Batterien im zuféllig ausgewihlten 6er-Pack”, j € {0,1,2,3}
Fy := “mindestens 4 defekte Batterien im zufillig ausgewéhlten 6er-Pack.”

Dann ist nach Voraussetzung P(E|F;) = 0 und wir berechnen mittels hypergeometrischer
Verteilung fiir j € {0, 1,2, 3}

6—73\ (J
(3)
und dann mittels totaler Wahrscheinlichkeit
B(E) = P(E|Fy) B(Fy) + B(E|F)) B(R) + B(E|Fy) B(Fy) + P(E| Fy) B(Fy) + P(E|Fy) B(Fy)
= P(FE|Fy)-0,939899 + P(E|F}y) - 0,05+ P(E|Fy) - 0,01 + P(E|F3) - 0,0001
~ 0,9669.

Aufgabe 9.3
Sie haben eine Firma, die Weihnachstbidume ziichtet. Pro Baum machen Sie 15 Euro Net-
togewinn; pro Baum, der am Schlufl der Verkaufssaison noch unverkauft ist, machen Sie 5



Euro Verlust. Sie wollen gerne herausfinden, wie grof Thr Lagerbestand sein sollte, um den
durchschnittlichen Gesamtgewinn der Saison zu maximieren. Als erfahreneR MathematikerIn
setzen Sie hierfiir eine Zufallsvariable X an, die gleich der Anzahl Baume ist, die Sie in der
Saison verkaufen werden; X hat eine uns unbekannte Verteilung Px.

a. Bestimmen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariable fj,(X) := Gesamtgewinn bei einem
Bestand von b Biaumen.'

b. Berechnen Sie die Differenz E(fy4+1(X)) — E(f3(X)), vereinfachen Sie die Bedingung, dafl
diese Differenz positiv ist, und leiten Sie daraus ein Kriterium ab, fiir welches b der durch-
schnittliche Gesamtgewinn maximiert wird.

Losung:

a. X : Q — Z>¢, mit uns unbekannter Verteilung Py. Wir definieren f;,(X) : Z>o — Z via

15X (w) = 5(b— X(w)) falls X (w) <b,
X W) = {15b falls X (w) > b.
Dann ist
e8] b >
E(B(X)) = X h@)Px(@) = > (15) =50 =) Px(j) + > 150Px(j)
0 =0 Jj=b+1
156(1-30_ Px (4))
b
— 156+ <(15j — 5b+ 55 — 15b) Px(j))
j=0
b
= 15b+20) (j —b)Px(j).
j=0
b.
b+1
E(fo1(X)) = 15(b+1)+203_(j = (b+1)Px())
j=0
]b
= 15(b+1)+20) (j—b—1)Px())
4=0
b
— 156+ 154203 (j — b)Px(j —2OZPX
7=0
Damit ist

> Yo

7=0

W

b
E(for1(X)) = E(fo(X)) = 15—2OZPXU> >0 =

Dieser Erwartungswert hiangt sowohl von b, als auch der Verteilung Px ab.



Der durchschnittliche Gesamtgewinn steigt also, solange % > Z?’:o Px(j). Das kleinste b
fiir das 3 < Z?ié Px () gilt, maximiert den Gewinn.

Aufgabe 9.4
Diese Aufgabe gibt einen alternativen Weg zur Berechnung des Erwartungswert (und der
Varianz) fiir die hypergeometrische Verteilung.

min{a,b}

b —b
a. Zeigen Sie, daB fiir ganze Zahlen 0 < a,b < ¢ gilt Z < > (C > = <C) .

= \JJ\a—j a

b. Berechnen Sie den hypergeometrischen Erwartungswert

min{m,n} (7]?) (N—m)

E(X) = Y k(;)—’f
k=1 n

indem Sie k(?) = m(rknjll) ausnutzen und danach die Summenvariable um 1 verschieben.
c. Wiederholen Sie diese Argumentation fiir

min{m,n} N—
(%) Cak)
> k(k—1)ErkEs
k=2 (n)
und leiten Sie daraus die Varianz fiir die hypergeometrische Verteilung ab.
Losung:
a. Wir wollen alternativ zu (2) berechnen, wie viele Moglichkeiten es gibt, a Elemente aus
einer c-elementigen Menge zu wéihlen. Dazu teilen wir die Menge in eine b- und eine
(c — b)-elementige Menge auf. Aus der ersten wihlen wir j Elemente, also miissen wir aus

der zweiten noch a — j wéhlen. Hierfiir gibt es (g) (;:l;) Moglichkeiten. Wir miissen noch
iiber mogliche Werte von j addieren.
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