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Arnimallee 2
13. Ubung (Losungen)

Aufgabe 13.1
Eine Feuerwache muss an einer Strafle der Linge A gebaut werden. Wo sollte sich die Feuer-
wache befinden, um die durchschnittliche Entfernung der Feuerwache zu minimieren?

a. Angenommen die Strafle ist endlich lange, d.h. [0, A], und die Feuer treten gleichverteilt
iiber das Intervall [0, A] auf.

b. Angenommen die Strafle ist unendlich lang, d.h. von 0 bis 400, und die Feuer sind expo-
nentialverteilt iiber das Intervall [0, oo].

Losung: Wir bezeichnen mit F' die Position der Feuerwache und mit g die Funktion die den
Abstand vom Ort des Feuers z zur Feuerwache misst, d.h.

F—x fallsO0<zx<F,
g(x) =
r—F falls F <z <A.

Wir berechnen nun den Erwartungswert fiir diese Entfernung und betrachten ihn als eine
Funktion A(F), d.h. wir setzten die erste Ableitung h’ gleich 0. Ist zusétzlich die zweite
Ableitung h”(F) > 0 handelt es sich um ein Minimum.

4 fallsz €0, 4],

a. Die Dichtefunktion ist f(z) = {
0  sonst.

E(g(X)) = /Rg(x)f(x)dx = i(/OFF—xda?—i—/FAm—Fdx)

A F?
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/ N T _ 4 nf2y_ 2
W(F) = I 1=0 <= F 5 und h (2) A>O

Die Feuerwache sollte genau in der Mitte der Strafle gebaut werden.



Ae M falls z > 0,

b. Jetzt ist die Dichtefunktion f(x) = {
0 sonst.

E(g(X)) = /R o(x) f(z) da

F 00
= / (F—.%‘))\B_)\mdl‘+/ (x — F)\e Mdz
0 F

F 00 F 00
= F</ )\e_’\’”dl‘—/ )\e_’\xda:> —/ m)\e_’\gcdm+/ z e M dx
0 F 0 F

P F F e’
= F (—e_/\”C +e M Oo) + e M —/ e M dy —xe - +/ e M dg
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= F+3 (26*” - 1) — (F)
log(2
W(F)=1-2¢ M =0 < F= Og; ) md WF) = 2ne M 5 0

Aufgabe 13.2

In einer Kreisscheibe mit Radius 1 wird ein Punkt zufillig gewdhlt (mit Gleichverteilung
auf der Flidche). Bestimmen Sie die Dichtefunktion der Verteilung seines Abstandes vom
Mittelpunkt M des Kreises. Was ist die Wahrscheinlichkeit, bei Darts einen Bullseye zu werfen,
wenn der Bullseye-Radius 2—15 ist?

Losung: Die Menge der Punkte mit gleichem Abstand zu M ist ein Kreis mit Radius r € [0, 1].
Der Umfang eines solchen Kreises ist eine lineare Funktion f(r) = ar und wir miissen nun «
so bestimmen, dass f eine Dichtefunktion ist.

1 1 o
/ flz)dx = / ardr = — =1 = a=2.
0 0 2

Die Wahrscheinlichkeit, ein Bullseye zu werfen, ist damit

1 1 1

25 25 = 1
/0 f(z)dx /0 xdx 27| o5

Aufgabe 13.3
a. Essei Y : Q — [0; 5] eine gleichverteilte Zufallsvariable. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit, dass die beiden Wurzeln des Polynoms

py(r) = 422 +4Y2 +Y +2

reell sind?
b. Wie veréndert sich diese Wahrscheinlichkeit, wenn Y normalverteilt ist (mit 4 = 0 und
o=1)7



Loésung: Zuerst bestimmen wir die beiden Nullstellen x4, xo:

Y Y\? v4+2
422 4+4Yr+Y +2=0 <= xl,Q:—Zi\/(2> _T+

Diese sind reell genau dann, wenn

Y\2 va42 Lo o
<) - >0 — (Y—g) >

2 4
= Y—%Z% oder Y—%S—%
<= Y >2 oder Y <-1
L fall
a. Da Y gleichverteilt auf [0,5] ist, lautet die Dichtefunktion f(z) = { (5) 2 st:c € 10,5},
sonst.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Wurzeln reell sind,

5
1
P(Y > 2) /f dac:/d:nzo,ﬁ.
2 D

b. Jetzt ist Y standardnormalverteilt, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Wurzeln
reell sind, ist

1 - 2
PY <-1)+PY >2 _/ dt+/ e 2 dt = 0,18141.
( ) + IP( ) 7 | o

Aufgabe 13.4
Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern n und p.

a. Zeigen Sie, daf} fiir p < a < 1 gilt

p(1 —p)

n(a—p)?

b. Sei jetzt p = 5 und a = % Vergleichen Sie die Abschéitzung in a. mit der Markow-
Ungleichung, in Abhéngigkeit von n.

P(X >na) <

N[ =

Losung:
a. Nachdem X binomialverteilt ist, haben wir E(X) = np und V(X) = np(1 — p). Damit
folgt mit der Tschebyschev-Ungleichung
P(X >na) = P(X —np >na—np) < P(|X —np| > na—np)
np(l—p) _ p(1—p)
(na—mp)® ~ nla—p)?"
b. Fir p = % und a = % sagt die Abschétzung in a.

1
P <X > 2”) < 4 =
3 36
und die Markov-Ungleichung
IP(X > 2;) < _ 3

3S|©

Fiir n > 12 ist die erste Abschiitzung also besser, fiir grosses n sogar viel besser.



