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15. Ubung Musterldsung

Aufgabe 15.1
Es sei (X1, X2,...,X,) eine Stichprobe eines Bernoulliexperiments mit Parameter p; insbe-
sondere ist X7 + X9 + - - - + X, binomialverteilt.

a. Zeigen Sie, daf X := % (X1+ X2+ -+ X,,) eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir p
ist.

b. Zeigen Sie, da V(X)) = (1 ) st

c. Berechnen Sie E ( (1= X)) und schlieffen Sie hieraus, dafl w nicht eine erwartungs-

treue Schitzfunktion fiir V(X)) ist.

Loésung:
E(X) = IE( (X1 4+ X+ +Xn)> = %(E(Xl)JrE(XQ) +E(X,))
_nm _
b.
V(X) = V(l(X1+X2+ + X )) = %V(X1+X2+ + X»)
_ np(l—p) _ p(l—p)
n2 n
c. Mit
VX) = BEXY)-EX)? — EX}) = lop+mw
p(1—p) p? "

n

berechnen wir

E <X<1_X)> _ ! (B(X) -E(X) = i(l,_ P<1—P>+”PQ>

' _ p(ﬂ-(l—p)—np) _ p(l—p) <n—1> £ V(X).
Aufgabe 15.2

Wir betrachten eine geometrische Verteilung mit (unbekanntem) Parameter p. Berechnen Sie
eine Maximum-likelihood Schétzfunktion fiir p, falls die Stichprobe (X1, Xs, ..., X,,) vorliegt.
Interpretieren Sie Ihre Antwort.




Loésung: Wir definieren die Maximum-likelihood Funktion

n

f) = [Ja=p ¥ 'p = pr (1 —p)==r X,
1=1

Diese wird maximal, falls

fl(p) =0 < np"H(1 - p)izt X = pn (Z X; - n) (1 —p)zim Xt
i=1

n
= n(l—p)zp(ZXi—n>
i=1
<~ -
Y 21 Xi ‘
Der Schétzwert fiir p ist das Verhéitnis von Gesamtanzahl der Erfolge zu Gesamtanzahl der
Versuche.

Aufgabe 15.3
Angenommen, eine Zufallsvariable ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert p und
bekannter Varianz o2. Wir méchten ein Konfidenzinterval fiir i finden zu einem vorgegebenen
Fehlerniveau a.

a. Sei a = 1%. Wie grofi mufl eine Stichprobe mindestens sein, dal das Konfidenzintervall
eine vorgegebene Linge [ hat?

b. Welches Fehlerniveau a sollten wir fiir eine gegebene Stichprobenanzahl n und Konfiden-
zintervalldnge [ ansetzen?

Losung:

a. Wir suchen ein Intervall der Lénge [ mit Mittelpunkt X, sodass die Wahrscheinlichkeit,
dass p in diesem Interval liegt, 99 % ist, d.h. P(u € [X — L, X + L]) = 0,99.

X ~N(p,0?) = X~N<,u,0:> = (W> ~ N(0,1).

o
=Y
Wir bestimmen jetzt r so, dass
P(—r <Y <r)=0,99 <= P(Y <r)=0,995.
Damit ist r = 2, 58. Mit Wahrscheinlichkeit 0,99 ist also
(X — )i

(o)

v Xt

Nun kénnen wir durch Vergleich der Intervallgrenzen n bestimmen:

=Ye[-nrnr < ue [X—

l or 207\ 2
—=— <= n=(—] .
2 /n l
b. Haben wir n und [ gegeben, kénnen wir mit der letzten Gleichung berechenen, dass r =

Den Wert fiir a berechnen wir dann iiber P(Y <r) =1 — §.

I\/n
20 °



Aufgabe 15.4

Thre Tante hat ein Késegeschéft und verkauft u.a. 22-Pfund-Késelaibe. Sie hat gerade eine
Lieferung bekommen und eine Stichprobe von 10 Laiben genommen, mit folgendem Ergebnis
fiir die Gewichte (in Pfund):

21,50 18,95 18,55 22,35 22,90 22,20 19,40 23,10 22,84 23,34.

Unter der Annahme, dafl die Gewichte normalverteilt sind, berechnen Sie ein 95%-Konfidenz-
intervall fiir den Erwartungswert.

Losung:
Wir bezeichnen mit X; das Gewicht des i-ten Laibs. Wir schitzen
TR
X = ToZXi = 21,51
=1
1 10 =\ 2
= n—1Z(X"_X) ~1,84.
i=1

Nun koénnen analog zu Aufgabe 15.3 (gegeben a und n, gesucht [) vorgehen: Wir haben

r = 1,96 so gewihlt, dass o
X _
P <(M)\/ﬁ < 7«) =0,975
s

Es ist nun

0,95=P(r§W§r>:P<X;Sﬁgng+\S/%>.

Damit ist das 95%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert [20, 37; 22, 65].



