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1 Einleitung

Definition 1. Ein k—Tupel (A;);<x positiver ganzer Zahlen heifst Komposition vorﬂ ne

IN, wenn

k
n = 2)\1

i=1

Dabei ist k die Linge und jedes A; ein Teil der Komposition.

Definition 2. Nun sei c¢(n) die Anzahl der Kompositionen von n, wobei zwei Kom-
positionen verschieden sind, sobald sich die Tupel an einer Stelle unterscheiden. Wei-
terhin bezeichne c4(n) die Anzahl der Kompositionen von 7, deren Teile in A C IN

liegen.

Bemerkung. Wie Satz [2| zeigen wird, ist es sehr einfach, c(n) fiir gegebenes n € IN zu
bestimmen. Um fiir gegebene Mengen A jedoch c(n) zu berechnen, muss man im

Allgemeinen sehr viel mehr Aufwand leisten.

Diese Arbeit stellt einen algebraischen Weg vor, um c4 (n) fiir beliebige Mengen A
zu berechnen. In einigen Fillen liefern zwei verschiedene Mengen A und B iiberra-
schend c4(n) = cg(n), oder es existiert zumindest ein m € IN mit c4(n) = cp(n + m).
Ein Beispiel fiir solche Mengen, bei denen sogar nur eine der beiden endlich ist, enthalt

der vermutlich bislang tibersehene Satz
Satz 1. Sei A := N>, und B:= {1,m}. Dann ist co(n) = cg(n — m) fiir alle n > m.

Der Beweis wird ausfiihrlich in Kapitel 5| gefiihrt. Im gleichen Kapitel gibt Lemma
einen Ausblick auf das verallgemeinerte Verhiltnis von solchen Mengenpaaren.
Zunichst wird in Kapitel 2| die relativ junge Forschungsgeschichte der Funktionen
ca(n) historisch nachvollzogen und présentiert. Kapitel 3| legt dann die algebraischen
Grundlagen fiir Lemma |1, welches das wesentliche Werkzeug ist, um die Satze aus

Kapitel [f| zu beweisen:

Lfrither auch geordnete Zahlpartition von.



Lemma 1. Fiir die c 5(n) erzeugende Funktion C4(x) : =14+ Y 51 ca(n)x" gilt

1

A B e
me

Der Beweis steht in Kapitel 4| Die Arbeit schliefst mit einem auf der Aussage von
Lemma [I|aufbauenden, algorithmischen Verfahren. Dadurch konnen die Werte c4(n)

rekursiv fiir beliebige A berechnet werden.



2 Historisches

Das Forschungsfeld der Kompositionen ist verhéltnismafSig jung. Das liegt wohl dar-
an, dass das verwandte Konzept der Partitionen lange Zeit wesentlich ertragreicher
erschien. Eine Partition ist dabei nichts Anderes als eine ungeordnete Komposition.
Bezeichnet P(n) die Anzahl an Partitionen von n, dann ist unmittelbar klar, dass

P(n) <c(n).
Satz 2. Fiirn € Nist ¢(n) = 2" 1.

Der Beweis dazu wird in Kapitel [ gefiihrt, aber die Aussage ist schon lange be-
kannt. Unter anderem findet sie sich bei Moser und Whitney (1961) und bei Carlitz
(1976), aber auch in Lehrbiichern wie von Steger (2007). Ein originaler Urheber ist
nicht mehr zu ermitteln. Die daraus folgende Abschitzung der Partitionsfunktion
P(n) < 2""!ist seit Jahrhunderten bekannt und konnte erst durch Hardy und Ra-
manujan (1918) verbessert werden. Ihre Ergebnisse sind direkt auf Euler (1753) und
seinen Pentagonalzahlensatz zuriickzufiihren.

Erst in der Mitte des 20. Jahrhunderts wurden Kompositionen zu einem eigenen Ge-
genstand der Forschung. Eine der ersten Veroffentlichungen kam von Moser und
Whitney (1961). Sie schrankten die Teile nicht auf gewisse Mengen ein, sondern ver-
liehen den einzelnen Summanden Gewichte. Eger (2013) hat gezeigt, dass sich diese
beiden unterschiedlichen Ansitze auch miteinander vereinen lassen. Entscheidend fiir
den Fortschritt von Moser und Whitney war Lemma [I} das in der vorge-
stellt wurde und in Kapitel 4 bewiesen wird. Sie scheinen der Verdffentlichung nach
diese Aussage eigenstdandig gefunden zu haben. Bei Feller (1968), dessen Erstausgabe
bereits 1950 erschien, finden wir das Lemma ebenfalls, allerdings wird es dort fiir die
Stochastik genutzt. Es ist vollig unklar, ob Feller der friiheste Urheber des Lemmas ist,
aber in jedem Fall ist es seitdem fiir die Erforschung der Kompositionen unabdingbar
geworden. Hoggatt und Lind (1968) verallgemeinerten den Ansatz von Moser und

Whitney und zeigten wahrscheinlich als erste, dass fiir A als Menge der ungeraden



Zahlen die Werte c4 (n) Fibonacci-Zahlen sindEI

Neben den Gewichten und den Einschrankungen der Teile entwickelten sich weitere
Konzepte. Carlitz (1976) betrachtete zum Beispiel Kompositionen, bei denen benach-
barte Teile nicht gleich sein durften. Zu dieser Zeit war das Forschungsfeld noch so
neu, dass unklar war, ob die Null als Teil generell verboten sein sollte oder nichtﬂ
daher bezog er immer beide Fille mit ein. Eine andere Kategorie sind die von Hog-
gatt und Bicknell (1975) eingefiihrten Palindrome. Das sind Kompositionen, deren Teile
symmetrisch in dem Sinne sind, dass man sie von links nach rechts und von rechts
nach links lesen kann Wie die Vorveroffentlichung von Just (2021) zeigt, wird auch
dieser Ansatz noch heute wissenschaftlich bearbeitet und ausgebaut.

Dennoch sind Kompositionen ein sehr kleines Forschungsgebiet in der Mathematik.
Von Heubach und Mansour (2009) stammt eine der wenigen regelméfig zitierten Mo-
nographien zu dem Thema. Zu Partitionen im Allgemeinen gibt es mit knapp 5000
Zitationen ein Standardwerk von Andrews (1998). Kompositionen werden darin aber
nur nebensdchlich behandelt.

Fiir Kompositionen auf speziellen Mengen A C IN ist wohl der Artikel von Alla-
di und Hoggatt (1975) wegweisend gewesen. Darin taucht erstmals der simple Fall
A = {1,2} auf, der in dieser Arbeit als Beispiel [2| das Kapitel 5|eroffnet. Allgemeinere
Falle untersuchten insbesondere Heubach und Mansour (2004). Auf ihrer Arbeit baute
dann die Forschung der letzten Jahre mit Ergdnzungen wie der von Beck und Robbins

(2015) auf. Es zeigt sich, dass das Forschungsfeld wéchst und aktiv bearbeitet wird.

2Den Nachweis dazu gibt es in Beispielin Kapitel
3Natiirlich bezieht sich das nur auf Fille, bei denen die Lange der Kompositionen beschrankt wird.
47Zum Beispiel ist (3,2,1,2,3) eine palindromische Komposition von 11.



3 Polynome und Erzeugendenfunktionen

Die aus der Schule bekannten Polynome werden tiblicherweise als spezielle Formen
von Abbildungen definiert. Eine ausreichende Einfithrung findet sich zum Beispiel

bei Beutelspacher (2018). Typisch fiir einen ersten Ansatz wire folgende Definition:

Definition 3. Eine Abbildung p: R — R heifst Polynom(-funktion), wenn ein n € INj

und ein Tupel (ay, . ..,a,) € R""! existieren, sodass
< k
p(x) = Z agx".
k=0
Die Menge der Polynome konnte man dann ohne Umwege als R[x] einfiithren:
n
R[x] = ¢ p: R = R|3n € No3(ao, ..., a,) € R": Vx € R: p(x) = Y apx”
k=0

Haufig betrachtet man Polynome, weil sie besonders einfache Eigenschaften besitzen:
Sie sind stetig, beliebig oft differenzierbar und ihre Graphen bestens untersucht. So-
lange man sich nur mit einem Polynom zur Zeit befasst, ist die obige Definition aus-
reichend. Problematisch wird es, wenn man nun zwei Polynome p,q € R|x] addie-
ren mochte. Grundsitzlich mdchte man einfach die Koeffizienten addieren, aber unter
Umstédnden sind die gegebenen Tupel verschieden lang. In diesem Fall hat es sich be-
wahrt, dem ’kiirzeren” Polynom hinreichend viele Nullen hinzuzuftigen. Um dieses
Problem grundsitzlich zu umgehen, kann man Polynome direkt als unendliche Sum-

me auffassen, bei der fast alle Summanden null sind:

R[x] := {p: R — R|3(a;)ien,: VX €R: p(x) = Y apx* AGn e Nti>n=a; = O}
k=0

Auf dieser Menge definieren wir nun die kanonische Addition und Multiplikation:



Definition 4. Zu gegebenen a = Y5>, ayx*, b = Y5 brxF sei

o]

a+b:=Y (ax+ br)xF und 3.1)
k=0
o k
a-b:=Y_ Y (anbr_,)x". (3.2)
k=0n=0

Damit wird R[x] zu einem Ring. Wenn man diesen Ring untersucht, interessiert man
sich kaum noch fiir Polynome als Abbildungen. Die abstrakte algebraische Perspek-
tive ignoriert die Bedeutung ihrer Elemente {iber den Ring hinaus, sodass es keine
Rolle mehr spielt, ob und wo diese Polynome Nullstellen, Extrema oder Wendepunk-
te haben. Die zweite Bedingung, die wir in R[x] gefordert haben, also dass fast alle
Koeffizienten null sind, ist dadurch aber nicht mehr notwendig. Die Ringelemente
lieflen sich schliefdlich auch addieren und multiplizieren, wenn die Koeffizienten alle
von null verschieden wéren, daher verallgemeinern wir die Struktur und erhalten den

Ring der Erzeugendenfunktionenf|der auf der Menge R[[x]] definiert ist mit

(o]

R[[x]] == { ax, ay € IR} .
k=0

Nun ist allerdings jeder Bezug zu Abbildungen verschwunden. Es wire daher durch-
aus moglich, sich auch noch von der Summe und dem Platzhalter x zu verabschieden
und die Addition und die Multiplikation auf der Menge der Folgen zu definieren. Tat-
sdchlich ist dies legitim, aber um nicht zu vergessen, woher die Motivation fiir den
Ring stammt, belassen wir es bei der obigen Definition und definieren die Addition
und Multiplikation wie in 3.1} und Fiir den weiteren Verlauf wird ein wiederkeh-
rendes Motiv sein, eine kombinatorisch relevante Folge zu berechnen, indem wir eine
algebraische Gleichung im Ring der Erzeugendenfunktionen mithilfe des Koeffizien-
tenvergleichs 1osen. Besonders spannend ist dafiir die Division, da sie als einzige der
vier Grundrechenarten nur bedingt in einem Ring funktioniert. Erstaunlich ist, wie
viele der Erzeugendenfunktionen ein multiplikatives Inverses besitzen, und wie hdu-

fig eine Division daher gelingt:
Préposition 1. Zu einem gegebenen p € R[[x]] mit p = Y5> axx* existiert genau dann ein
multiplikativ inverses Element q € R[[x]], wenn ag # 0.

Diese Behauptung verbliifft auf den ersten Blick, weil die geforderte Bedingung un-

vergleichbar harmlos ist. Die Moglichkeit zur Bildung eines Inversen hédngt also ein-

5Eine tibersichtliche, aktuelle Einfiihrung findet man zum Beispiel bei Andrica und Bagdasar (2020).



zig am allerersten der unendlich vielen Folgenglieder? Ja, und der Beweis verdeutlicht

auch, warum.

Beweis. Zunichst sei p = Y2 a;x* € R[[x]] mit aqp = 0. Nun ist fiir ein beliebiges
p k=0 &

q = Y32 bpx* nach Definition das Produkt

o0 [ee) o0
p-q= Zakxk- Zbkxk: chxk,
k=0 k=0 k=0

wobei ¢y = ap - bp = 0 ist, und damit folgt schon pg # 1.

Seinun p = Y3° , axx* € R[[x]] mit ap # 0. Wir konstruieren rekursiv eine Folge (b,,)
und zeigen dann, dass q = Y5, byx* das Inverse zu p ist.

Sei also by = ;—0, das ist wegen a9 # 0 wohldefiniert. Wir setzen dann rekursiv fiir

n>0

bn = ;1 i llkbn_k.

Ly

Fiir das Produkt
pg=Y cxt
k=0

ergibt sich dann wieder nach Definition der Multiplikation ¢y = ag - by = ag - % =1,

und firn > 0ist
n n 1 n n
en =Y by = aoby + Y agby_x =a0- — Y _ b, + Y axh,_; = 0.
k=0 k=1 = k=1

Damit ist in der Tat p - g = 1 und p ist invertierbar. O

Einige der Erzeugendenfunktionen haben ganz erstaunliche Inverse. So ist die durch

die konstante 1-Folge induzierte erzeugende Funktion

invers zu 1 — x. Wem das Nachrechnen keinen Spafi macht, der denke an die geometri-
sche Reihe und ihren Grenzwert. Die Inversen sind also gar nicht notwendigerweise
unendlich lang. Diese Erkenntnis motiviert den Begriff der rationalen Erzeugendenfunk-

tionen.

Definition 5. Eine Erzeugendenfunktion p € R[[x]] heifit rational, wenn zwei Polyno-



me a,b € R[x] existieren mit
b-p=a.

Die Multiplikation eines Polynoms mit einer Erzeugendenfunktion erfolgt, indem das

Polynom selbst als Erzeugendenfunktion aufgefasst werden kann.
Beispiel 1. Y ;- x" ist rational, denn es gilt (1 — x) - 15 o x* = 1.

Nun liegt es nahe, p in Form eines Bruchs § zu schreibenﬂDiese intuitive Umschrei-

bung von p werden wir nun in einigen Schritten formalisieren.
Priposition 2. Die rationalen Erzeugendenfunktionen bilden einen Unterring von R[[x]].

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass die Struktur abgeschlossen beziiglich der beiden
Rechenoperationen ist. Gegeben seien dazu zwei rationale Erzeugendenfunktionen p

und g mit bp = a und dq = ¢, wobeia, b, c,d € R[x|. Dann ist auch

(bd) - (p+¢q) =ad+bc und

(bd) - (p-q) = ac

Und damit sind sowohl p + g als auch p - g rational. ]

Bemerkung. Ist p # 0 eine rationale Erzeugendenfunktion, dann konnen wir jederzeit

voraussetzen, dass 4,b € R[x] \ {0} existieren mit bp = a.

Diesen Unterring konnen wir nun mit dem Korper der rationalen Funktionen iden-
tifizieren. Fiir jede rationale Erzeugendenfunktion p existieren Polynome b und 2 mit
bp = a. Wir definieren dann ®(p) := {. Diese Abbildung bereitet keine Probleme,

algebraisch bedeutet das:

Praposition 3. Die Abbildung ® der rationalen Erzeugendenfunktionen in die rationalen

Funktionen ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Beweis. Daftir sind gleich mehrere Aussagen zu zeigen. Wir beginnen damit, dass die
Abbildung ® wohldefiniert ist (I), danach zeigen wir, dass es sich um einen Ringho-

momorphismus handelt (II). Zuletzt folgern wir, dass die Abbildung injektiv ist (III).

6Beispielsweise bei Stanley (2011) finden wir diese direkte Definition. Dennoch ist das Kapitel eine sehr
ausfiihrliche und zugéangliche Einleitung in das Thema.

10



I. Sei p eine rationale Erzeugendenfunktion mit vier Polynomen a4, a2, b1, b, und

bip=a1 und byp =as.
= bzblp = a1b2

= blﬂz = albz
ap a2
by b

Dann ist zwar nach Definition einerseits ®(p) = 3! und andererseits ®(p) = 72, aber

beide Werte sind gleich.
II. Seien p, g Erzeugendenfunktionen mit Polynomen a,b,c,d und bp = a und dq = c.
Dann ist wie im Beweis von Préposition 2| (bd)(p + q) = ad + bc und daraus folgt

schon

ad+bc a ¢
Plp+q) = —7— =5+ 7= 20p) + )

Analog liefert die Gleichung (bd)(pq) = ac direkt

O(p-q) = 55 = 7 5 = Pp) - (g).

I1I. Seien p, g wie in II. Wenn nun ®(p) = ®(g) ist, dann folgt aus II

0=(p) —P(q) =D(p—9q).

Es gentigt daher zu zeigen, dass die Implikation ®(p) = 0 = p = 0 gilt. Fiir p # 0
diirfen wir aber wie bereits bemerkt a,b # 0 wéhlen, und dann ist auch ®(p) = § #

0. O

Da die Abbildung injektiv ist, erhalten wir eine eineindeutige Zuordnung zwischen
den rationalen Erzeugendenfunktionen und ihren korrespondierenden rationalen Funk-
tionen. Die homomorphe Abbildung @ ist strukturerhaltend. Deshalb kénnen wir in
Zukunft beliebig zwischen den Ringen wechseln. Mit diesen Strukturen sind die alge-
braischen Voraussetzungen geschaffen, um die folgenden kombinatorischen Probleme
zu 16sen. Dabei verzichten wir auf die Notation von ® und schreiben einfach ab hier

ein Gleichheitszeichen zwischen die Potenzreihe und den Bruch aus Polynomen.

11



4 Das Zahlen von Kompositionen

Grundsitzlich wollen wir einen eleganten Weg beschreiben, um die Anzahl an Kompo-
sitionen einer vorgegebenen Zahl n unter gewissen Nebenbedingungen zu berechnen.
Dazu erinnern wir uns an die Definitionen [I|und 2] aus der

Eine Komposition einer nattirlichen Zahl n € IN ist ein Tupel, dessen Eintrége nattir-
liche Zahlen sind, deren Summe 7 ist. Die Anzahl der Kompositionen von n nennen
wir ¢(n) und fiir eine Menge A C IN definieren wir ¢4 (1) als die Anzahl an Komposi-
tionen von 1, bei denen jeder Teil aus der Menge A stammt.

Im Allgemeinen ist es tiberraschend problematisch, zu gegebenen A und n den Wert
ca(n) zu zahlen. Natiirlich kénnen zahlentheoretische Uberlegungen dabei helfen, ge-
wisse Fille zu zdhlen oder abzuschétzen, aber um ein allgemeines Verfahren fiir belie-
bige Mengen A zu konstruieren, geniigt das nicht. Lasst man die Einschrankung fiir
die Teile jedoch weg und z&hlt zunichst nur ¢ (1) = ¢(n), dann ist das Ergebnis nach
Satz 2|immer eine Zweierpotenz. Fiir diesen Beweis gentigt ein einfaches kombinato-

risches Argument:

Beweis von Satz[2l Betrachten wir den Ausdruck
(1IA1A1...A1A1),

der hier n Einsen enthalte. Indem wir jedes A entweder durch ein + oder ein Komma
ersetzen, lassen sich alle Kompositionen von n ausdriicken. Da es n — 1 Pldtze zwi-
schen den Einsen gibt und jeder Platz von zwei moglichen Zeichen besetzt werden

kann, ergeben sich 2"~! Kompositionen. O

Fiir alle weiteren Sétze und Beweise benotigen wir Lemmal(ljaus der Einleitung. Mit
dem Lemma verlagern wir das Problem in den Ring der rationalen Erzeugendenfunk-

tionen.

Beweis von Lemmalll Es sei zundchst j € IN beliebig, aber fest. Wir wollen z&hlen, wie

viele Kompositionen von 7 es gibt, deren Teile in A liegen und deren Lange j ist. Dazu

12



betrachten wir den Ausdruck

j .
( Z xm> = IL[ Z x™.
meA i=1lmeA

Um dieses Produkt wieder als Summe von Monomen ausschreiben zu kénnen, muss
man nun alle Kombinationsmoglichkeiten ausmultiplizieren. Jedes entstehende Mo-
nom ist dann von der Form x(™+m2++m) ynd l4sst sich direkt mit der entsprechen-
den Komposition (mq,my, ..., mj) identifizieren. Monome mit gleichem Exponenten
konnen dann zusammengefasst werden, und so ladsst sich der Ausdruck umschreiben

u

) ax,

i>j
wobei der Koeffizient a; direkt angibt, wie viele Kompositionen von i mit Lange j
und Teilen aus A gebildet werden konnen. Es handelt sich also bei diesem Ausdruck
um die Erzeugendenfunktion der j—Kompositionen. Wir konnen nun die allgemeine
Erzeugendenfunktion nach der jeweiligen Lange der Kompositionen aufteilen. Das

fithrt dann zu

Calx)=1+)_ (Z x'">j.

j>1 \meA

Das Lemma konnen wir nun direkt nachrechnen, wobei wir zur besseren Lesbarkeit

mita := ), 4 x" arbeiten:

13



5 Anwendungen

5.1 Endliche Mengen

Beispiel 2. Wihlen wir A := {1,2}, dann ist nach Lemmal[l|

1
1 + Z CA(n)xn = m.

n>1

Wir stellen um, schreiben das Produkt aus und fassen dann die Summanden durch

ein paar Indexverschiebungen zusammen:

1=(1—-x—x%)- <1—|— ZCA(n)x”>

n>1
=1—x—x"+ Y ca(m)x" = Y ca(n)x"™ =Y ca(n)x"*?
n>1 n>1 n>1
=1-—x—x*+ Z:ch(n)x” - Z:ch(n—l)x” — g;;cA(n —2)x"
=14 (ca(1) = Dx+ (ca(2) —ca(1) —1)x* + Z;a(cA(n) —ca(n—1) —ca(n—2))x".

Bis auf den konstanten Term miissen die Koeffizienten alle null werden. Daraus folgt
direkt c4(1) =1, ca(2) = 2, und fiir n > 3 ist c4(n) rekursiv definiert durch c4(n) =
ca(n —1) 4+ ca(n —2). Das bedeutet, dass c4(n) = f,+1 ist. Wir haben es mit einer

verschobenen Folge der Fibonacci-Zahlen zu tun.

Die Fibonacci-Zahlen treten auch auf, wenn A,, von der Form {m, 2m} ist, man kann

analog zeigen, dass dann

fat1 furallea € N,
ca,(am) =
0 sonst.

Ein anderes Argument fiir diesen Zusammenhang liefert die bereits bewiesene Aus-

sage fiir den Fall m = 1: Jede Komposition von a mit Teilen in A; kann durch kom-

14



ponentenweise Multiplikation mit n mit einer Komposition von an mit Teilen in A,
identifiziert werden und umgekehrt.

Die ersten zwei natiirlichen Zahlen lieferten eine Beziehung zu den Fibonacci-Zahlen.
Es ist nicht vermessen, anzunehmen, dass fiir A = {1,2,3} ein Zusammenhang zwi-
schen c4(n) und den Tribonacci-Zahlen bestehen kénnte. Wir berechnen direkt den

allgemeineren Fall.

Satz 3. Essei A= {1,2,3,...,m} die Menge der ersten m natiirlichen Zahlen. Dann gilt

21 fiir allen < m,
ca(n) =

Yiiica(n—k) sonst.
Beweis. Die Aussage ist nicht neu. Bereits bei Heubach und Mansour (2004) finden

wir einen knappen Beweis dazu. Wir zeigen aber damit die Eleganz, die in Lemma

steckt:

1
14+ Y ea(ma = ——
p» S

Beim Umstellen und Ausrechnen nutzen wir die gleichen Techniken und verschieben

die Indizes so, dass wir die Koeffizienten bis x™ separiert betrachten.

1= (1 - ixk> : (1 +). cA(n)x">
k=1 n>1

m
=1-Y xF+ Y ca(n)x" —
k=1

n>1

1=
)
S
—~
S
~—
=
=
+
==

=~
Il
—_
S

%
_

I
[
|
g
=

=
+
N/
o
b
—
=
S~—
=
|
1=
o
N
—
=
|
=
=
=

k=1 n>1 k=1n>k+1
m m m m

zl—Zxk+ZcA(n)x”+ Yo ca(m)x" =) (). catn—k)x"+ Y ca(n—k)x")
k=1 n=1 n>m+1 k=1 n=k+1 n>m+1

:1+<icA<n>x"—fx"—f 3 cA<n—k>x”>+< Y catny'— ¥ Y eatn—k

n>m+1 n>m+1 k=1

Nun arbeiten wir aus der ersten Klammer c 4 (1) fiir n < m heraus und aus der zweiten

Klammer entnehmen wir die Bedingung fiir alle n > m:

=1=1+ i ((CA(?I) _1_lecA(k)> x”) + E ((CA(H) — iCA(Tl—k)> x”)
k=1 k=1

n=1 n>m+1

Der Koeffizientenvergleich liefert, dass die inneren Klammern fiir jedes n null werden

miissen und daraus folgt schon die Behauptung. ]

15
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Bemerkung. Nun ist fiir den Fall m = 3 die Anzahl an Kompositionenca(1) =1,c4(2) =
2,c4(3) =4und firn > 4 dann allgemein ca(n) = ca(n—1) +ca(n —2) +ca(n—3).
Damit ist also tatsdchlich c4 (1) = t,42, wobei hier (t;) die Folge der Tribonacci-Zahlen
sei.

Auflerdem konnen wir noch einen Schritt weiter verallgemeinern, da nun fiir jedes
a € IN die Menge A := {a,2a,...,ma} leicht zu untersuchen ist. Wir identifizieren ein-
fach jede beliebige Komposition (A;);<x von n mit Teilen in A mit einer Komposition
(%Ai)igk. Dies ist nun eine Komposition von 2 mit Teilen in B := {1,2,3,...,m}, und

deren Anzahl haben wir bereits gezdhlt. Zusammengefasst ist

cg(Z) wennaln,

et = { &) e
0 sonst.

Eine andere Verallgemeinerung von Beispiel Pist der Fall A = {1, m} fiireinm € N>,.

Auch hier ergibt sich eine schone Losung, auf die wir im nédchsten Kapitel zuriickgrei-

fen werden.

Satz 4. Fiir ein gegebenes m € N mit m > 1sei A := {1,m}. Dann ist c4(n) = 1 fiir jedes

n < m, auflerdem ist c o (m) = 2, und fiir groffere nist ca(n) = ca(n — 1) +ca(n —m).

Beweis. Die ersten m Félle sind zwar leicht einzusehen, aber wir folgern trotzdem die

ganze Aussage aus Lemma E

1

1+1§1CA(1’1)XH = m
=1=(1-x—x") <1+ ZCA(n)x”>
n>1
:1—x—xm+ZcA( x—ZcAn—l Z ca(n—m
n>1 n>2 n>m+1
=1—x—x"+ f:cA(n)x” - f:cA(n—l)x”
n=1 =
+ Y. (ca(n) —ca(n—1) —ca(n—m))x"
n>m-+1
m—1
=1+ (ca(l) —D)x+ ZZ(CA(”) —ca(n—=1))x" 4 (ca(m) —ca(m —1) = 1)x™
+ Y. (ca(n)—ca(n—1) —ca(n—m))x"
n>m+1
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Nun kann man die Werte wieder direkt ablesen: c4(1) = 1, ca(n) = ca(n —1)V1 <
n < m,dann cy(m) = 141 = 2 und schlieBlich c4(n) = ca(n — 1) + ca(n — m) fiir

n > m. O

5.2 Arithmetische Folgen

Beispiel 3. Wahlen wir fiir A die Menge der ungeraden Zahlen, also A := {2n+1,n €

IN'}, dann erhalten wir c4 (1) direkt aus dem Lemma:

1 1 1

14+ ) ca(n)x" = = = - =

2

1—x
1—x—x2

Nun 16sen wir auf, indem wir ausmultiplizieren und dann die Summen mittels Index-

verschiebung zusammenfassen:

1-x*=(1-x—x%)- <1+ ZCA(n)x”>

n>1
=1—x—x*+ Y ca(m)x" = Y ca(n)x"t = Y ca(n)x"?
n>1 n>1 n>1
=1—-x—x"+ )Y ca(m)x" =Y ca(n—1)x" =Y ca(n —2)x"
n>1 n>2 n>3
=1+ (ca(1) = Dx+ (ca(2) —ca(l) —1)x* + Z(CA(H) —ca(n—1)—ca(n—2))x"
n>3

Ein Koeffizientenvergleich fithrt dann direkt auf c4(1) = c4(2) = 1 und firn > 3
rekursiv auf c4(n) = ca(n —1) 4+ ca(n — 2). Knapp formuliert bedeutet das c4 (1) =

fn, wobei f,, wieder die n—te Fibonacci-Zahl ist.

Damit tritt diese legenddre Folge fiir endliche und unendliche A auf. Und wie im
endlichen Fall auch konnen wir weiter verallgemeinern, um auch den Tribonacci- und
Tetrabonacci-Zahlen gerecht zu werden. Wir miissen jedoch die Fragestellung neu
denken. Sei dazu ab hier allgemein A := IN \ A. Wir fragen also nicht mehr nach
der Anzahl an Kompositionen, deren Teile in einer bestimmten Menge liegen, son-
dern wir fordern, dass die Teile eine ausgewidhlte Menge vermeiden. Natiirlich lassen
sich diese zwei Fragen ineinander tiberfiithren, wir haben zum Beispiel gerade nachge-
rechnet, dass c (1) = f, ist, wenn wir A als die Menge der geraden Zahlen auffassen.

Mit diesem neuen Ansatz gelingt dann auch die Verallgemeinerung;:
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Satz 5. Fiir ein gegebenes k € IN sei A := {jk: j € IN}. Dann berechnet sich die Anzahl der

Kompositionen von n, deren Teile nicht in A liegen, zu

o1 wennl <n<k-1,
ci(n) =4 271 -1 wennn =k,

Y  ca(n—i) fallsn > k.

Der Beweis ldsst sich, wie Beck und Robbins (2015) sogar fiir einen noch allgemei-
neren Fall gezeigt haben, analog zu den vorherigen fithren. Wir mochten den Beweis
aber aufschieben, bis wir spater Lemma [2 gezeigt haben. Betrachten wir zunéchst ein
weiteres Mengenpaar, das eine Motivation fiir das neue Lemma liefern wird. Auch
fiir die Menge aus Satz 4| existiert wie in der Einleitung beschrieben ein unendliches

Gegenstiick.

Beweis von Satz[1l Wir nutzen wieder Lemma [} werden aber auch auf Satz 4] zurtick-

greifen. Es ist

1 1
1+ ) ca(n)x™ = =
r; L=YiemX" 1 - (ZZ":O xk—yt xk)

- 1

= 1 T
1- (i - 55)

o 1—x

1—x—xm

Der Nenner dieser rationalen Funktion ist nun mit dem aus Satz 4] identisch. Wir ma-

chen uns diese Tatsache zunutze und erhalten

n>1 n>1 n>1

=1+ ) ca(n)x" =1+ ) cp(n)x" —x- (1 +) cB(n)x”>

=1+ Y ca(n)x" =1+ (cp(1) = D)x+ Y_(cp(n) —cp(n —1))x"

n>1 n>2

Der Koeffizientenvergleich liefert c4(1) = 1 —1 = 0, und fiir n > 1ist co(n) =

cg(n) — cg(n — 1), das bedeutet:

0 wennn < m,

ca(n) =<1 wenn n = m,

cg(n—m) fallsn > m.
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Entscheidend fiir die Beziehung zwischen A und B war, dass die Nenner der ra-
tionalen Funktionen, mit denen wir die Erzeugendenfunktion identifizieren konnen,
gleich sind. Der Zihler war statt 1 jedoch 1 — x, dadurch sind die Folgen aber nur
verschoben. Das wirft die Frage nach einer Generalisierung hinsichtlich des Zahlers
auf. Wie verandern sich die Folgen (c4(1))sen, wenn an der rationalen Funktion der

Ziahler verandert wird? Das Lemma 2] beantwortet diese Frage moglichst allgemein.

Lemma 2. Seien A C N und die zugehirigen c 4 (1) gegeben. Sei auflerdem p = Y, arx* €
R[x]. Erfiillt nun B die Gleichung

I—-p
1+ Y cg(n)x" = ————F—,
,; B =y
dann folgt direkt
Vn < h:cp(n) = ) —a, — Zan mCa(m
h
Vn > h: cg(n) 2 amca(n —m

Beweis. Es sind keine besonderen Ideen fiir den Beweis notwendig, wir miissen nur

Lemma [I|ausnutzen und sorgfaltig rechnen. Die Voraussetzung liefert dann direkt

1+ ) cp(n)x" =1+ ) ca(n)x" — i agxk - (1 +) cA(n)x”>
k=1

n>1 n>1 n>1

=1=1+4) cp(n)x" =) ca(n)x" —|—Zakx —|—Zakxk Y ca(n)

n>1 n>1 n>1
=1+ ) cg(n)x" =) ca(n)x" + E g
n>1 n>1 k=1

hooh o h
+ Z Z an,ch(m—l—l—n)xm—l— Z (xn ZlamCA<n_m)>

n=2m=n n=h+1

hooh
=1+ Z cg(n) —ca(n) +ay)x" + Z Z ag_1ca(m+1—n)x™

n=2m=n

h
+ Z <CB(n) —ca(n)+ Z amca(n — m)) x" G.1)

n=h+1 m=1

Fir n > h haben wir die Koeffizienten damit schon in eine anschauliche Form ge-

bracht. Um auch die kleineren Potenzen auswerten zu konnen, miissen wir die Rei-
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henfolge der Summation in der Doppelsumme &ndern, dann ist

n—1

h h h
L, Y, anacalm+1=mx" =), x" ), dn-wcalm
n=2m=n n=2 m=1

Setzten wir das in Gleichung ein, erhalten wir schliefilich

1—1+Z ( )—ca(n )+an+ni1an_mc,4(m)> x"

m=1
+ Z (cB( —ca(n) + Z amca(n —m )> X",
n=h+1 m=1
Damit folgt dann die Behauptung. O

Dieses neue Lemma kann dabei helfen, unterschiedliche Mengen zu finden, fiir die
sich das Wachstum der Anzahl an Kompositionen dhnlich oder identisch verhilt. Au-

Berdem kénnen wir Behauptungen wie die aus Satz 5| problemlos beweisen.

Beweis von Satz[Bl Fiir ein gegebenes k € N und B = {jk: j € N} ist nach Lemmal[]

1
1+ Y eg(n) = —
;122:1 P 1_271162me
- 1
1-— (EmeIN xm _ZmEB xm)
_ 1
1-— (ﬁ _ZmeN(xk)m)
_ 1
- 1 1
L=+
_ 1—xk
1—yk _jxm
_ 1—xk
1—ZmeAxm'

Fiir den letzten Schrittist A := {1,2,...,m}. Nach Satz[3|sind die Werte c 4 (1) bekannt.
Nun liefert Lemma 2 direkt

ca(n) wennl <n <k-—1,
cg(n) =19 ca(n)—1 wenn n =k,

ca(n) —ca(n—k) fallsn > k.

und damit ist der Satz gezeigt. ]
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6 Ein algorithmischer Ansatz

Zusammengefasst hat sich gezeigt, dass Lemma [I|ein unerléssliches Werkzeug ist, um
die Anzahl an Kompositionen iiber beliebigen Mengen zu studieren. Es zeigt uns, dass
die eigentliche Berechnung eines c4 (1) durch Invertierung einer Erzeugendenfunkti-
on gelingt. Der Beweis von Préposition |1l wiederum zeigt, wie sich so eine inverse
Funktion berechnen ldsst: Rekursiv. Das ist fiir einen numerischen Algorithmus her-
vorragend, da wir in der Praxis selten fiir jedes n € IN an c4 (1) interessiert sind. Statt-
dessen gentigt es beispielsweise, die ersten hundert oder tausend Werte zu kennen,
und dafiir miissen wir auch nur diese berechnen. Eine andere, leicht einzusehende
Idee ist, dass wir auch nur die Elemente a € A benétigen, fiir die 2 < n gilt. Da das je-
doch eine der Grundlagen fiir den algorithmischen Ansatz ist, formalisieren wir diese

Idee konkret:

Praposition 4. Gegeben seien eine Menge natiirlicher Zahlen A und die zugehirigen Werte

ca(n). Mit A, = An{1,2,...,n} folgt dann
ca(n) =ca,(n) Vn € N.

Beweis. Sein € IN beliebig, aber fest. Wegen A, C A ist jede Komposition von n mit
Teilen in A, auch eine mit Teilen in A. Damit folgt schon c4,(n) < ca(n). Angenom-
men, das wire eine echte Ungleichung, also c4, (1) < c4(n), dann gébe es ein k € IN
und eine Komposition (A;);<x von n mit Teilen in A, aber nicht in A,, also gibe es ins-
besondere ein A; € A mit A; ¢ A,. Dann ist A; > n, und weil alle Summanden positiv

sind, folgt dann Y5_; A; > n. O

Préaposition 4| erlaubt es, unendliche Mengen A durch endliche Teilmengen zu er-
setzen, sobald wir nur an endlich vielen Werten von c4 (1) interessiert sind. Ein Al-
gorithmus, der sich diese Eigenschaften zunutze macht, ist ausfiihrlich kommentiert
im Anhang hinterlegt. Vorteilhaft fiir die Laufzeit ist, dass wir immer nur mit einem

Polynom arbeiten miissen, dessen Koeffizienten a; € {0, —1} sind. Die fiir Python
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verfasste Funktion gibt daher nicht nur fiir ein spezifisches n € IN den Wert c4(n)
aus, sondern liefert die Werte fiir jedes m < n. Auflerdem ist ein kleiner Graph einge-
fugt, der das Wachstum von c4(n) abhédngig von n darstellt. Dadurch kann man sich
schnell einen Uberblick verschaffen, fiir welche natiirlichen Zahlen bei gegebenem
A C N tiberhaupt Kompositionen existieren. Es sind aber viele Alternativen denkbar,
in denen das Programm in abgewandelter Form und auf individuelle Zwecke zuge-
schnitten zum Einsatz kommen konnte. An dieser Stelle sollte nur aufgezeigt werden,
wie das Problem algorithmisch einfach umgesetzt werden kann. Zusammen mit den
theoretischen Erkenntnissen aus den vorherigen Kapiteln konnen damit in Zukunft

neue kombinatorische Identititen aufgedeckt und nachgewiesen werden.
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Die unten definierte Funktion 'Kompositionen' zdhlt fiir die ersten n natiirlichen Zahlen,
wie viele Kompositicnen von n es gibt,
Die notwendigen Eingaben sind daher die Zahl n und eine Liste, in der die Elemente von A
in beliebiger Reihenfolge eingetragen werden. Die Ausgabe erfolgt dann als Liste, aber es
wird auch ein kleiner plot angezeigt.

deren Teile in einer Menge A liegen.

#
#
#
#
#
#
#

i ort

v=[0] *
¥[01=1

m
(1

FKompositionen(n,A):

atplotlib.pyplot as plt
+max (A))

for i in range({len(A)):
Y[A[i]]=-1

[1

1
le

n{Y)<= n:

Y.append (0)

for i in range({l, n+l):
platzhalter = 0
for kX in range (1, i+1):

platzhalter = platzhalter -

B.append (platzhalter)
X= list (range (n+l})
plt.plot (X,B)
plt.show()

return

B

#

notwendiges Paket fiur den plot

¥ bekommt jetzt das Format [1,0,-1,-1,0,...]
Jetzt ist ¥ die Folge, deren Erzeugendenfunktion
invertiert werden soll.

B wird die IListe, mit den Rompositionszahlen.

Die Linge wvon ¥ muss ggf. angepasst werden.
Hier beginnt die mathematische Berechnung des Inversen.

Y[kl1*B[i-k]

EOE I T TR

Hier wird B rekursiv aufgefiillt.

X entspricht der X-Achse im Plot.

Der Plot wird ausgefithrt

und angezeigt!

Die Anzahl an FKompositionen wird als Liste ausgegeben.
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