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1 Einleitung

Die vorliegende Bachelorarbeit ist in zwei Teile aufgeteilt. Der erste Teil beschiftigt sich
mit dem Satz von Perron-Frobenius, und der zweite Teil behandelt die Ubergangsma-
trizen der schriftlichen Addition.

Der Satz von Perron-Frobenius geht zuriick auf die gleichnamigen deutschen Mathe-
matiker. Etwas genauer schauen wir uns zwei Anwendungsbeispiele aus dem sportli-
chen Bereich an (siehe Kapitel 2.I). Unter anderem analysieren wir die Bundesligasai-
son 2020/21 und erstellen mithilfe des Satzes von Perron-Frobenius eine neue Ran-
kingliste (vgl. Tabelle [2) auf. Aber auch die National Football League Saison aus dem
Jahr 2007 schauen wir uns genauer an.

Ausgangspunkt fiir den zweiten Teil ist die schriftliche Addition. Die schriftliche Ad-
dition dient als Anschauungsbeispiel und zieht sich durch die Kapitel wie ein roter
Faden. Jedem Kind wird im Grundschulalter beigebracht, wie man Zahlen schriftlich
schnell addiert. Dabei stellt man fest, wie einfach die schrifltiche Addition auf den ers-
ten Blick ist. Aber da tduscht man sich, denn es gibt weit mehr zu entdecken.

Wer sich jetzt denkt, dass beide Kapitel getrennt voneinader existieren kdnnen, liegt
nicht ganz richtig. Beide Kapitel sind miteinander verbunden, und dies wird deut-
lich, wenn man sich mit Satz @ beschiftigt. Dieser Satz stammt aus dem zweiten Teil,
wird allerdings mithilfe vom Satz von Perron-Frobenius bewiesen. Die Anwendung
des Satzes liefert die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Ubertrag k bei der Ad-
dition von m zu addierenden Zahlen.

Wir starten deshalb im Kapitel 3| zuerst einmal mit den Ubertrdgen der schriftlichen
Addition. Hierbei konnen wir feststellen, dass sich die Reihe der Ubertrige wie eine
Markov-Kette (vgl. Definition verhilt. Das heif3t, ein Ubertrag wird nur durch seinen
direkten Vorganger mitbestimmt. Man kann das auch wie folgt formulieren:

Die Zukunft des Systems hdngt nur von der Gegenwart und nicht von der
Vergangenheit ab.[HLNS78), S. 18]

Wir stellen dariiberhinaus fest, dass man schon im Vorfeld sagen kann, wie grofs der
hochste Ubertrag ist. Dafiir muss man sich nur anschauen, wie viele Zahlenreihen man
insgesamt addiert (vgl. Lemma 3.1).

Im Kapitelschauen wir uns die entstehende Ubergangsmatrix an. Die Ubergangsma-
trix (vgl. Definition[6) ist in diesem Fall eine Veranschaulichung aller (bedingten) Wahr-
scheinlichkeiten, die bei den verschiedenen Kombinationsmoglichkeiten der Ubertra-
ge entstehen konnen.

Direkt im Anschluss folgt ein Kapitel zu den Eigenwerten und Eigenvektoren der
Ubergangsmatrix (Kapitel . Dabei nehmen wir immer wieder Bezug auf die Erkennt-
nisse von John Holte [Hol97]. Die Eigenwerte folgen dem Muster: 1, 10,1072, ... (sie-
he Satz[3). Bei genauerer Analyse der Eigenvektoren lasst sich feststellen, dass man die
Eigenvektoren analog zu der Ubergangsmatrix in einer Matrix (vgl. Definition [8) ver-
packen kann. Hierbei erkennt man, dass einige Zeilen eine Parallele zum Pascal’schen
Dreieck (vgl. Satz 5) und den Euler-Zahlen (vgl. Korollar [2) aufweisen. Aber auch bei
den Spalten kann man ein Muster erkennen, wenn man sich z.B. die Eintrdge der ers-
ten oder letzten Spalte (vgl. Korollar [3|und [)) jeweils anschaut.



Ganz am Ende der Arbeit befindet sich ein Kapitel mit einem kleinen Ausblick. Dort
wird noch einmal verdeutlicht, wo ein paar der erwdhnten Themen ihre Anwendung
in unserem Alltag finden. Ein ganz grofses Beispiel ist dabei die Suchmaschine Google.
Wer sich fragt, wie Google es schafft, dass "manchmal"” die beste Seite als erstes ange-
zeigt wird, findet hier mithilfe des Satzes von Perron-Frobenius eine Antwort. Aber
auch in anderen alltdglichen Situationen konnen wir z.B. die Markov-Ketten wieder-
finden (vgl. Abschnitt[2.T).



2 Satz von Perron und Frobenius

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit dem Satz von Perron-Frobenius und zwei dazu-
gehorigen Anwendungen (siehe Abschnitt 2.1). Der Satz geht zurtick auf die beiden
deutschen Mathematiker Oskar Perron (1880-1975) und Ferdinand Georg Frobenius
(1849-1917). Oskar Perron hat dabei zuerst den Spezialfall fiir positive Matrizen for-
muliert, und Georg Frobenius hat den Satz dann fiir nichtnegative Matrizen verallge-
meinert [HWO06]. Dabei sind nichtnegative Zahlen, alle Zahlen grofier oder gleich Null.
Bevor wir zu dem Satz der beiden Mathematiker kommen, miissen wir zundchst noch
ein wichtiges Element definieren.

Definition 1 (Spektralradius [HWO06| Kapitel 6.2]). Wir definieren den Spektralradius p(A)
einer quadratischen Matrix A durch

p(A) = max{|\| : A ist ein Eigenwert von A}.

Satz 1 (Satz von Perron-Frobenius siehe z.B. [HWO06]). Sei A = (a; ;) eine nichtnegative
m x m Matrix (daher a; ; > 0), dann gilt:

* p(A) ist ein Eigenwert von A.

* Wenn a;; > 0, so gibt es einen rechten positven Eigenvektor v von A. Dieser Vektor v
ist komponentenweise v, > 0 fiir 0 < x < m und es gilt Av = p(A)v.

* Es einen Eigenvektor v, der nicht der Nullvektor ist und fiir den ebenfalls gilt, dass er
komponentenweise v > 0 mit Av = p(A)v.

Bemerkung 1. Analog zu dem rechten Eigenvektor v von A existiert ein linker Eigenvektor
w von A. Fiir diesen Vektor w mit w, > 0 fiir 0 < x < m gilt wT A = wp(A).

Definition 2. Als Perron-Vektor bezeichnet man einen nichtnegativen Eigenvektor. Dieser
Eigenvektor gehort zu dem betragsmiif$ig grofSten Eigenwert, dem Spektralradius.

2.1 Die Anwendung vom Satz von Perron-Frobenius

Hautig findet der Satz von Perron-Frobenius eine Anwendung im Sport, genauer ge-
sagt, wenn man unterschiedliche Mannschaften vergleichen oder ein Ranking aufstel-
len mochte. Den ersten Zusammenhang zwischen der Ranking-Problematik und dem
Satz von Perron-Frobenius hat James P. Keener (1993) festgestellt [Wer), S. 232].

Nun kommen wir zum eigentlichen Beispiel. Wir werden unterschiedliche Sportmann-
schaften vergleichen und ein Ranking aufstellen. Der Startpunkt dafiir ist der folgende:

Beispiel 1 (NFL). Wir haben sechs Mannschaften der National Football League (NFL) 2007
zur Auswahl. In unserem Fall sind das die folgenden Mannschaften:

e Caroline Panthers (C)
* Dallas Cowboys (D)
e Houston Texans (T)

o New Orleans Saints (O)
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* Philadelphia Eagels (P)
» Washington Redskins (W)

Insgesamt gab es zwischen den sechs Mannschaften 2007 genau 12 Spiele. Einige Mannschaf-
ten haben doppelt gegeneinander gespielt (C - O; D - P; D - W; P - W) und andere wiederum
nicht. Es gibt aber auch Mannschaften, die gar nicht gegeneinander gespielt haben. Dadurch
ergibt sich fiir die NFL-Saison 2007 dann die Spielergebnistabelle in Tabellell}

Tabelle 1: Die Spielergebnisse der National Football League der Saison 2007 [Wer]].

Spielpaarung | Spielergebnis
T-C 34-21
C-0O 16 -13
O-C 31-6
D-C 20-13
D-P 38-17
P-D 10-6
D-W 6-27
W-D 23-28
O-T 10 -23
P-O 38-23
P-W 33-25
W-P 20-12

Nun miissen wir noch die nichtnegative Bewertungsmatrix A aufstellen. Die Matrixeintrige
a; ; sind dabei wie folgt definiert: Wir nehmen die Anzahl der gewonnenen Spiele der Mann-
schaft i gegeniiber der Mannschaft j und teilen sie durch die Anzahl der absolvierten Spiele der
Mannschaft i. Je grofier dabei ein Matrixeintrag ist, desto erfolgreicher war die Mannschaft i
gegeniiber Mannschaft j.

0 0 0 025 O 0

02 0 0 0 02 02

A - 05 0 0 05 O 0
025 0 0 O 0 0

0 02 0 02 0 02

0 025 0 0 025 0

Am Beispiel der Houston Texans (T) und der Caroline Panthers (C) ergibt sich somit der Ein-
trag as 1 = 0.5. Aus Tabelle (1| lisst sich erkennen, dass die Houston Texans zwei Spiele be-
stritten und beide gewonnen haben. Davon wurde ein Spiel gegen die Caroline Panthers (C)
erfolgreich abgeschlossen. Alle weiteren Spielergebnisse der Mannschaften befinden sich analog
zum ausgefiihrten Beispiel in der oberen Bewertungsmatrix A.

Nun berechnen wir die entsprechenden Eigenwerte der Matrix A. Insgesamt erhalten wir sechs
verschiedene Eigenwerte (siehe Anhang). Durch den Satz von Perron-Frobenius wissen wir,
dass wir den betragsmiifig grofiten Eigenwert nehmen miissen, um den anschliefSenden Perron-
Vektor daraus zu ermitteln. Der Spektralradius p(A) ist in diesem Fall 0.4317.

Zu dem Eigenwert p(A) = 0.4317 berechnet das Programm MATLAB [Mat21]] den normierten



Eigenvektor der Liinge 1 der Form:

0.5470
0.6336

Mithilfe des errechneten Vektors v erhalten wir dann in Verbindung mit der Bewer-
tungsmatrix A das folgende Ranking fiir die NFL Saison 2007, indem wir die erhalte-
nen Eintrdge des Eigenvektors der Grofie nach absteigend ordnen. Die nichtnegative
Zahl des Perron-Vektors v; gibt den Wert einer Mannschaft i an. Somit kann aus der
Ungleichung v; > v, gesagt werden, dass die Mannschaft i starker gespielt hat als die
Mannschaft k. Somit liefert der grofite Eintrag den ersten Platz. Den zweiten Platz tei-
len sich die Philadelphia Eagles (P) und die Dallas Cowboys (D). Den dritten Platz
teilen sich die drei Mannschaften Houston Texans (T), New Orleans Saints (O) und
Carolina Panthers (C):

1. Washington Redskins (W)
2. Philadelphia Eagles (P)
2. Dallas Cowboys (D)

3. Houston Texans (T)

3. New Orleans Saints (O)
3. Carolina Panthers (C)

Ein anderes Beispiel bietet die deutsche Fufsball-Bundesliga. Die Bundesligaergebnis-
se wurden https://www.kicker.de/bundesliga/tabelle/2020-21| enthom-
men. Mithilfe des Satzes von Perron-Frobenius kann man die entstehende Fufiballbun-
desligatabelle nochmal mit anderen Kriterien bewerten. Man schaut sich zum Beispiel
an, gegen wen eine Mannschaft gewonnen oder verloren hat. Dariiber hinaus kann
man dann sagen, ob eine Mannschaft vielleicht nur gegen schlechte Mannschaften
Punkte erzielt hat. Die Bewertungsmatrix B fiir die Fufiballbundesliga wurde dabei
unter folgendem Punkt angelegt: Fiir die einzelnen Eintrédge b; ; gilt das Punktesystem
der Bundeliga (siehe unten). Zudem spielt in der FufSballbundesliga jede Mannschaft
genau zweimal gegeneinander (Hin- und Riickspiel), und das ist der entscheidende
Unterschied zur NFL. Die einzelnen Eintrdge miissen nicht nochmal durch die Anzahl
der gesamten Spiele geteilt werden.

Beispiel 2 (deutsche Fufiballbundesliga). Analog zur NFL kann man auch hier wieder
eine Bewertungsmatrix B aufstellen. Die Eintriige enstehen aus dem bestehenden Bundesli-
gasytem unter Verwendung der Kreuztabelle ht tps: //www.kicker.de/bundesliga/
kreuztabelle/2020-21. Ein Sieg ergibt drei Punkte, eine Niederlage keinen Punkt, und
ein Unentschieden liefert einen Punkt. Die Punkte der jeweiligen Mannschaften aus den Hin-
und Riickspielen wurden dabei addiert und befinden sich als Eintriige in der folgenden Matrix
B.


https://www.kicker.de/bundesliga/tabelle/2020-21
https://www.kicker.de/bundesliga/kreuztabelle/2020-21
https://www.kicker.de/bundesliga/kreuztabelle/2020-21
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Unter Verwendung des Programms MATLAB [Mat21|] wird der Spektralradius p(B) = 41.9182
ermittelt. Nun lassen wir den dazugehorigen normierten Eigenvektor noch ausrechnen. Der
normierte Vektor, der Perron-Vektor, befindet sich als gesonderte Spalte in der Tabelle [2]

Tabelle 2: Die Rankingtabelle der Fufiballbundesligaergebnisse fiir die Saison 2020/2021.

Punkte | Platz Mannschaft Perron-Vektor | Perron-Platzierung
78 1 Bayern Miinchen 0.3904 1
65 2 RB Leipzig 0.2979 3!
64 3 Borussia Dortmund 0.3069 2
61 4 V{L Wolfsburg 0.2775 5
60 5 Eintracht Frankfurt 0.3067 3
52 6 Bayer 04 Leverkusen 0.2475 7
50 7 1. FC Union Berlin 0.2518 6
49 8 | Bor. Ménchengladbach 0.2439 8
45 9 V1B Stuttgart 0.2068 11
45 10 SC Freiburg 0.2060 12
43 11 TSG Hoffenheim 0.2094 10
39 12 1. FSV Mainz 05 0.2115 9
36 13 FC Augsburg 0.1827 13
35 14 Hertha BSC 0.1556 16
35 15 Arminia Bielefeld 0.1577 15
33 16 1. FC Kéln 0.1599 14
31 17 Werder Bremen 0.1429 17
16 18 FC Schalke 04 0.0848 18

Beim Vergleich der zweiten und der letzten Spalte aus der Tabelle 2| sind einige Un-
terschiede festzustellen. Nur bei fiinf Mannschaften (1, 8, 13, 15, 17, 18) stimmen die
Platzierungen aus Perron-Vektor und Bundesligatabelle iiberein. Hervorzuheben sind
allerdings z.B. die Mannschaften Frankfurt, Mainz und KoIn. Diese drei Mannschaften
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haben einen Platz weiter oben im Perron-Ranking erzielt. Das liegt daran, dass Frank-
furt auch Spiele gegen die oberen Mannschaften (Miinchen, Dortmund, Wolfsburg und
Leipzig) gewonnen hat, Koln dfters ein Unentschieden gegen die oberen Mannschaf-
ten erzielt hat und Mainz einen Sieg gegen Leipzig und Miinchen verbuchen konn-
te. Das heifdt also, dass vermeintlich schwachere Mannschaften Punkte gegen stédrkere
Mannschaften erzielt haben und genau das spiegelt die Perron-Platzierung wider. Fiir
die Zukuntft sollte man sich also nicht immer nur auf die Bundesligatabelle verlassen,
wenn man {iberpriifen mochte, wie gut oder schlecht sein Lieblingsverein gespielt hat.
Zusammengefasst kann man nochmal sagen, dass ein Ranking, das mithilfe des Perron-
Vektors und einer entsprechenden Bewertungsmatrix aufgestellt wurde, besser ist als
ein herkdmmliches Ranking. Im Vergleich zum normalen Punkte-Ranking der Bundes-
liga bewertet das Perron-Ranking die Spielstdrke einer Mannschaft. Das heifst, Mann-
schaften, die Punkte gegen starke Mannschaften erzielt haben, werden besser belohnt
als Mannschaften, die Punkte gegentiber schwachen Mannschaften erzielt haben. Ob
sich das Perron-Ranking gegeniiber dem normalen Punkte-Ranking durchsetzen kann,
bleibt allerdings offen.

Zusammengefasst wurde das Ranking fiir zwei verschiedene Sportarten durch den
Satz von Perron-Frobenius (vgl. Satz [1) aufgestellt. Fiir das Aufstellen des Rankings
spielte der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert eine zentrale Rolle. Dieser wurde be-
reits in Kapitel 2|als Perron-Vektor definiert. Doch nicht nur bei dem Ranking verschie-
dener Mannschaften findet der Satz von Perron-Frobenius eine Anwendung. Wie in
der Einleitung beschrieben, findet der Satz auch eine Anwendung bei der schriftlichen
Addition. Daher werden wir uns im ndchsten Kapitel mit der schriftlichen Addition
genauer beschiftigen.

3 Die Ubertrige der schriftlichen Addition

Die schriftliche Addition ist vielen Menschen bestimmt noch ein Begriff, wenn man
sich an die Anfange der Mathematik in der Grundschulzeit zuriickerinnert. Wie entste-
hen die Ubertragszahlen, und von welchen Faktoren werden sie beeinflusst? Zunéchst
betrachten wir die bei der schriftlichen Addition entstehenden Ubertrdge anhand eini-
ger Beispiele.

Bei der schriftlichen Addition schreibt man die zu addierenden Zahlen tibereinander
und addiert die Ziffern dann spaltenweise. Sollte die Summe grofer als neun sein, no-
tiert man sich den Zehner als zusétzliche Ziffer in der ndchsten (linken) Spalte. Diese
zusitzliche Zahl bezeichnet man als Ubertrag (im Englischen: carry). Die Einerstelle
schreibt man unter den Bruchstrich der jeweilgen Spalte. In der Mathematik findet
man dabei hdufig noch die beiden Begriffe carry-in und carry-out. Unter carry-in ver-
steht man den Ubertrag, den wir aus der vorherigen Spalte mit in die aktuelle Spalte
nehmen, und als carry-out bezeichnet man den Ubertrag, den wir aus unserer aktuel-
len Spalte mit in die ndchste Spalte nehmen.

Tabelle 3: Ein Beispiel fiir die schriftliche Addition von 2 Zahlen mit der Lange 50.

1 11001 00001 11010 11111 10110 01101 11101 00011 10110 1101
48303 95306 43157 45529 83757 08961 55797 26078 83869 09808
54770 91680 88934 05675 48049 70185 88981 80117 57091 46486

1 03074 86987 32091 51205 31806 79147 44779 06196 40960 56294
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Bei der Addition in Tabelle 3| von zwei Zahlen der Linge 50 entsteht 31-mal der Uber-
trag 1 und 19-mal der Ubertrag 0. So liegt die relative Haufigkeit, einen Ubertrag der
Zahl 1 zu erhalten, bei ca. 60%, und fiir den Ubertrag 0 erhalten wir eine relative Hau-
figkeit von ca. 40%. Laut [Hol97] liegt die exakte Wahrscheinlichkeit, einen Ubertrag
von 1 bei der Addition von zwei Zahlen der Lange n zu erhalten, bei 50%.

Tabelle 4: Ein Beispiel fiir die schriftliche Addition von 3 Zahlen mit der Lange 50.

1 01001 01102 11211 00120 12111 11111 11112 11111 01100 1110
90721 46662 25992 81298 23930 58783 46648 66552 70340 08044
34641 01081 84392 25444 01966 07304 82625 84873 65952 (01840
11013 81402 95398 13008 34283 50676 25670 87507 01423 43370

1 36376 29147 05783 19750 60180 16764 54945 38932 37715 53254

Bei der Addition in Tabelle @ von drei Zahlen der Lange 50 entsteht 33-mal der Uber-
trag 1, fiinfmal der Ubertrag der 2 und 12-mal der Ubertrag 0. So liegt die relative
Haufigkeit fiir einen Ubertrag der 1 bei 66%, fiir den Ubertrag 2 bei 10%, und fiir den
Ubertrag 0 erhalten wir die relative Haufigkeit von 24%.

Der Grund fiir diese Tendenz fiir den Ubertrag der Zahl 1 ist der folgende: Um den
Ubertrag der Zahl 1 zu erzeugen, bendtigt man in der Addition ein Ergebnis zwischen
10 und 19. Es gibt deutlich mehr Kombinationsmoglichkeiten fiir eine Zahl zwischen
10 und 19 als fiir Zahlen, die den Ubertrag von 0 oder 2 erzeugen. Laut [Hol97] liegt
die exakte Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubertrag von 1 bei ca. 66%, fur die Ubertrage
0 und 2 liegt die Wahrscheinlichkeit je bei ca. 16%.

Verallgemeinert man die obigen Beispiele fiir die Addition von zwei bzw. drei Zahlen
der Lange n auf endlich viele m Zahlen der Lange n, ergibt sich das Schema in Tabelle

Tabelle 5: Das Prinzip der schriftlichen Addition von m Zahlen mit der Lange n.

Carries C, C,_; C._o ... G C G
Summanden lenfl lenfz . XLQ X171 Xl,O
+ Xm,nfl Xm,n72 v Xm,2 Xm,l Xm,O

Summe Sn Sn,1 Sn,Q . 82 81 SO

Bemerkung 2. Es gilt stets: Cy = 0. Wir haben keine Spalte rechts von Cy, daher kann es
keinen Ubertrag geben und dementsprechend ist kein carry-in vorhanden.

Die einzelnen Spalten kann man sich mithilfe von Markov-Ketten vorstellen. Diese
sind wie folgt definiert, siehe z.B. [HLNS78].

Definition 3 (Markov-Kette). Sei Y}, eine Folge von verschiedenen Zufallsvariablen. Diese
Folge formt eine Markov-Kette, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

P=Y1 =yt Yo =k, - . Y1 =01, Y0 = y0) = P(Yet1 = Y1 Ye = Ys)-
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Das Besondere an Markov-Ketten ist, dass sie geddchtnislos sind. In unserem Fall heifSt
es, dass nur die Reihe der Ubertrédge eine Markov-Kette bildet und der Ubertrag aus
der vorherigen Spalte fiir die Bildung des neuen Ubertrages zu betrachten ist.

Definition 4 (Zustandsraum). Ein Zustandsraum ist die Menge an moglichen Ergebnissen,
die eine Markov-Kette annehmen kann.

Die moglichen Ergebnisse bei der schriftlichen Addition sind die einzelnen Ketten der
Ubertrdage, die entstehen konnen. Folgendes Lemma bestimmt daher den Zustands-
raum:

Lemma 3.1. Bei der Addition von m Zahlen der Liinge n entsteht maximal der Ubertrag von
m-1. Dies ist unabhingig von der gewithlten Darstellung der Zahlen durch eine beliebige Basis
b>2.

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion tiber m durch.
Induktionsanfang: Wir starten mit einer schriftlichen Addition von 2 Zahlen zur Basis b.
Also entspricht m der Zahl 2. Beginnen wir bei der ganz rechten Spalte: Hier ermitteln
wir aus der Menge {0,1,...,b — 1} die hochste Kombination mit X,y = b — 1 und
Xs0 = b — 1. Die Addition liefert uns die Zahl 20 — 2, und diese hat einen Ubertrag
von C; = 1 und liefert dementsprechend einen carry-out von 1 fiir die ndchste Spalte.
In der ndchsten Spalte haben wir erneut als hochste Kombination: X;; = b — 1 und
Xs1 = b— 1. Mit dem Wert fiir C; = 1 erhalten wir dann in der Summe die Zahl 2b — 1.
Auch hier erhalten wir einen Ubertrag, nimlich C, = 1. Fiir die restlichen Spalten der
zu addierenden Zahl gehen wir analog vor. Wir stellen dabei fest, dass man mit der
Zahl 2b — 1 die hochste Zahl erreicht. Die Zahl 2b, die einen Ubertrag von 2 liefern
wiirde, wird nicht erreicht. Damit haben wir bei der Addition von 2 Zahlen maximal
den Ubertrag von 1 und erhalten eine wahre Aussage.

Induktionsschritt: Nun schlieflen wir von m > 2 Zahlen auf m + 1 Zahlen. Aus der
Induktionsvoraussetzung ist fiir £ = 0, ..., n bekannt, dass

Xig+- -+ Xpi +Cr <bm, wobei Cj, <m — list. (1)

Um nun zu zeigen, dass fiir die Addition von m + 1 ebenfalls das Lemma gilt, betrach-
ten wir fiir k = 0, ..., n die Ungleichung X ,+- - -+ X, s + X1+ Cf, < b(m+1). Ziel
ist es, explizit zu zeigen, dass C} < m ist. Wir beginnen mit der ganz rechten Spalte
mit £ = 0:
Xio+ -+ Xpo+ Xnp10+0 < bm + (b — 1) < b(m + 1).
N——

-~

<bm <(b-1)

So ergibt sich, dass auch C] kleiner gleich m sein muss. Wir tiberpriifen den Fall mit
k=1:
Xia+- -+ X1+ X110+
=X+ + X1 +(C1—1)+1+ X1
~ ~~ -~ S~——
<bm <(b-1)
<bm+1+4+(b—-1)=b(m+1)

Somit ist auch (7 kleiner gleich m. Fiir die restlichen Spalten der zu addierenden Zahl
kann man analog vorgehen. Dabei wird allerdings nie ein Ubertrag erreicht, der gré-
er als m ist. Somit haben wir auch bei der Addition von m + 1 Zahlen maximal den
Ubertrag von m und erhalten eine wahre Aussage. O
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Der Zustandsraum {0, 1,2, ..., m—1}"*! beschreibt die moglichen Ubertrage der schrift-
lichen Addition, wobei m fiir die Anzahl der zu addierenden Zahlen und n fir die
Léange steht.

Jetzt haben wir geklirt, was der maximale Ubertrag ist. Als nichstes gehen wir der fol-
genden Frage nach: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Ubertrag
in einer Spalte?

Um diese Frage zu beantworten, benotigen wir etwas Vorarbeit. Der Abstieg (engl.:
descent) in einer Permutation o sei

des(o) = |{i: 0(i) > (i + 1)}, (2)

wobei i dabei eine Position innerhalb der Permutation o ist. Dariiber hinaus bendtigen
wir noch eine Definition fiir die Euler-Zahlen, siehe z.B. [Pet15].

Definition 5 (Euler-Zahlen). Die Euler-Zahlen A,, . bezeichnen die Anzahl der Permutatio-
nen o in der symmetrischen Gruppe S,,, bei denen genau k Abstiege vorhanden sind. Das heifst
also:

Ap = {o €8, : des(o) = k}|.

Man kann die Euler-Zahlen noch durch die alternative Summenformel [Pet15] Section
1.5] schreiben:

Ak :Z(—l)i(kJrl—i)m(m, > mit m > 1,k > 0. 3)

- 1
=0

In diesem Kapitel haben wir uns mit der schriftlichen Addition auseinandergesetzt.
Dabei wurde aus ein paar Beispielen ein allgemeines Schema fiir die Addition (vgl.
Tabelle [5) aufgestellt. Des Weiteren wurde definiert, dass die Reihe der Ubertrége sich
wie eine Markov-Kette (vgl. Definition 3) verhilt. Das heif3t, dass immer nur der direk-
te Vorganger fiir den nidchsten Ubertrag betrachtet wird. Auflerdem wurde bewiesen,
dass der hochste Ubertrag bei einer Addition von m Zahlen maximal so grof ist wie
m — 1 (vgl. Lemma [3.1)). Dariiber hinaus wurden zwei weitere Begriffe erganzt: carry-
in (Ubertrag, der in die Spalte mit eingeht) und carry-out (Ubertrag, der mit in die
ndchste Spalte genommen wird). Wenn wir wissen mochten, wie bei der Addition von
m Zahlen und einen bestimmten carry-in die Chance ist, einen bestimmten carry-out
zu erhalten, liefert die Ubergangsmatrix die Antwort. Denn genau in dieser Matrix
befinden sich die einzelnen bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die jeweiligen Kombi-
nationen der Ubertréige.

4 Die Ubergangsmatrix

Dieses Kapitel beruht auf den Erkenntnissen von Holte [Hol97] aus dem Jahre 1997.
John M. Holte beschiftigte sich intensiv mit dem Carries-Prozess. Im folgenden wird
der Begriff Ubergangsmatrix fiir Holtes "amazing matrix" verwendet. Wie eine Uber-
gangsmatrix entsteht und von welchen Faktoren sie beeinflusst wird, betrachten wir
nun genauer.

13



Definition 6 (Ubergangsmatrix). Die Ubergangsmatrix veranschaulicht alle bedingten Wahr-
scheinlichkeiten, die bei den unterschiedlichen Kombinationen der carry-in i und carry-out j
entstehen kinnen. Als Ubergangsmatrix 11, = (m;;) wird daher eine Matrix der folgenden
Form bezeichnet:

Tij = P(Chry1 =7 |Cr=1) mit 0<4,5<m—1,
wobei m fiir die Anzahl der zu addierenden Zahlen steht.

Die Ubergangsmatrix weist dabei die folgende Gestalt auf:

70,0 To,m—1
I, =
Tm-1,0 -+ Tm—-1m-1
P(C]ngl:O‘Ck:m_l) P(CkH:m—l\C’k:m—l)

Die Ubergangsmatrizen erfiillen die folgenden Eigenschaften:

* Die Matrix hat die gleiche Anzahl an Spalten und Zeilen und ist daher quadra-

tisch.

* Fiir alle Matrixeintrage gilt m; ; > 0, da es keine negativen Wahrscheinlichkeiten
gibt.

¢ Fiir jede Zeilensumme gilt: ZT:_OI m;; = 1furallei € {0,...,m —1}. Grund dafiir
ist, dass die Cy11 = 0,...,Cr11 = m — 1 eine disjunkte Zerlegung des Zustands-
raums sind und damit die Summe aller dieser Eintrdge einer Zeile damit gleich 1
ist.

Da die Ubergangsmatrix alle bedingten Wahrscheinlichkeiten in einer Matrix tber-
sichtlich darstellt, benétigen wir noch eine Herleitung dieser Ubergangsmatrix II,,.
Orientiert an den Aussagen von [Hol97] folgt nun ein wichtiges Theorem.

Theorem 4.1. Angenommen man addiert m Zahlen in der Basis b. Die Wahrscheinlichkeit,
einen carry-out j in die nichste Spalte mitzunehmen, unter der Voraussetzung, dass wir einen
carry-in von i haben, ist

Wi,j:bim Z (—1)l<mf1>(erb(jJr;,L_l)_l_i). @

0<I<j+1—(i+1)/b

Nun folgt ein erstes Beispiel fiir eine solche Ubergangsmqtrix. Aus (4) lasst sich die
Ubergangsmatrix fiir eine beliebige Basis b ableiten. Die Ubergangsmatrizen fiir die
Addition von 2 bzw. 3 Ketten sehen dann wie folgt aus:

2 2 2
L /bl b1 | (P32 A -4 B 82
b —3b+2 40> —4 b*+3b+2
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Wir legen nun fest, dass wir zur Basis 10 die Ubergangsmatrizen berechnen und erhal-
ten dann die beiden Ubergangsmatrizen

0.220 0.660 0.120
I, = {822 8;"?] I, = |0.165 0.670 0.165] . 6)
40 0.120 0.660 0.220

Beispielsweise kann man fiir den Eintrag b, 3 = 0.165 der Matrix II; sagen, dass man
bei der Addition von 3 Zahlen und einem carry-in von 1 einen carry-out von 2 zu 16.5%
erwarten kann.

Beweis. Ausgangspunkt ist hierbei die Entwicklung des Ubertrags Cy, ;. Wir definieren
dabei zuerst j = Cj.;. Die Variable i steht dabei fiir den Ubertrag C;. Um den Ubertrag
Ci+1 zu erhalten, bendtigen wir den Ubertrag der vorherigen Spalte, also C};, und alle
Ziffern der k-ten-Spalte. Es ergibt sich dann folgende Berechnung (vgl. Tabelle

Sp =1+ X1p+ Xog+ Xap+ -+ Xonp 7)

Die Summe aller Elemente einer Spalte und der Variablen i kann eingeschrankt werden
durch Verbindungen von j und der Basis b. Dies haben wir bereits in dem Lemma
gesehen, als es um den hochsten Ubertrag ging. So folgt fiir den Ubertrag Cy 1 = j

iji+X1,k+X27k+X37k+"-—%—kaS(j—l—l)b—l. (8)

Holte fiihrt an dieser Stelle eine zusétzliche Variable Y ein, fiir die ebenfalls gilt 0 <
Y, X1k Xog, ooy X < b— 1.Y ist dabei die Differenz von i + X; 5 + Xop + -+ +
Xk zu (j + 1)b — 1. Zudem wird eine neue Variable r eingefiihrt. Diese dient erneut
der besseren Lesbarkeit.

r=Y + X+ Xop+ Xop+ -+ Xk G+1b—1—1. 9)

<
~~—
v,

S
=

Wenn wir nun die Anzahl der ganzzahligen Losungen von r berechnen mochten, kon-
nen wir auch den Koeffizenten von 2" in (1 + 2 + 2! + 22 + 23 4 - + 2071)™*! dafiir
ermitteln. Der erwdhnte Ausdruck kann zunéchst in einen Bruch umgeschrieben wer-
den. Das sieht dann wie folgt aus

(1 _ Zb)erl

1 2 3 b—1\ym+1 _
(l+z+z +2°+22+---+277) = A

Unter Verwendung des allgemeinen binomischen Satzes (vgl. z.B. [HWO06|, Kapitel 1.3])
erhalten wir fiir den Zahler und fiir den Nenner aufgrund der binomischen Reihe (sie-
he z.B. [For15, Kapitel 22]) die Ausdriicke

=0

(R RAEED DI G

s>0
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Fiir das obige Polynom erhélt man den Ausdruck:

(1 — 22"+ — z)=(m+D) = mil(—l)l <m l+ 1) 2y <S ;m> 5

=0 s>0

R

bl+s

Daher folgt die Betrachtung des Koeffzienten von 2. Hierbei ist die Variable r definiert
durch r = bl+s, und diesen Ausdruck kann man umformen, sodass dann gilt s = r—bl.
Allerdings nur fiir [ = r/b ist die Varibable s = 0.

- 2 ("))

r=>bl+s

_Z (m—i—l)(r—bl—i—m)

I<r/b m
_ Z (_1)l<m+1><m+b(j+1—l)—1—i>
M o< j1—Girny l m

0<j

Fiir [1] gilt laut (9) fiir die Variable r = (j + 1)b — 1 — 4, sodass man mithilfe einer Um-
formung den Ausdruck r/b = (j + 1) — (i + 1) /b erhalt.

Um nun die Gleichung des Theorems zu erhalten, ist zu beachten, dass 7, ; ein La-
place Experiment ist. Das heifit, wir teilen die Anzahl der Losungen mit der Potenz 2"
durch die Anzahl aller moglichen Losungen. Die Anzahl der Losungen mit Potenz 2"
entspricht dem Koeffizienten von 2", und die Anzahl aller moglichen Losungen ent-
spricht v. Wir erhalten so die Gleichung fiir die Ubergangsmatrix I1,,,

1 m+1\ (m+bG+1—1)—1—7i
RIS (—1)l< l )( m ‘
0<I<j+1—(i+1)/b
]

Bei genauerer Betrachtung erkennt man schon in Gleichung (5) die Punktsymmetrie.
Die Eintridge der Ubergangsmatrix sind punktsymmetrisch angeordnet. Diese Eigen-
schaft ldsst sich mithilfe von [Hol97] und [Wea85] beweisen.

Satz 2. Die Eintriige der Ubergangsmatrix sind punktsymmetrisch angeordnet, d.h.:
Tij = Mm—1—i,m—1—j mit l,] = 0, 1, vl , M- 1.
Beweis. Es wird dabei zuerst die Ubergangsmatrix 7; ; formuliert:
;= P(Crp1 = §|Cp = 9) mit 0 < i,j <m — 1.
Fiir den Ubertrag an der k-ten Stelle gilt erneut

Spr1 =X p +Xop + -+ X + Ch.

16



Dabei steht X, , fiir einen Vertreter aus der Menge {0, 1,2, ...,b-1} mitx=1,..., m.
Unter der Bedingung, dass wir Cj, = i wahlen, werden fiir Cj; = j alle moglichen
"Tupel" gesucht, sodass die Summe mit i einem Ubertrag j entspricht. Ein Tupel ist
hierbei (z1 4, T2k, - - - s Tmi) € {0,1,...,b— 1} . Genauer gesagt heifst das dann

Jb<aipt+xop+- - Famp+i<(G+1)b— 1
Wichtig ist hier, dass die Tupel alle gleichverteilt vorliegen und es sich so um ein La-
place Experiment handelt. Daraus resultiert dann fiir 7;
](x17k,...,xm7k) < {0,1,...,[9— 1}m‘jb < iL‘l,k—i-"'—i-.Z'm’k—i-’L’ < (]+ 1)b— 1‘
bm '
Analog formuliert wird es fiir 7,,,_1_; ,,—1—;. Fiir die bessere Ubersicht wird zunichst
noch definiert

E;={l(z1p+ 4+ xmr) €{0,1,...,6—1"}|5b
STypt g+ < (G101}
Emiimo—j ={l(m1pg+ -+ xmr) €{0,1,...,0=1"}(m —1—5)b
<Tipto A Tmptm—1—i)<(m—1—j+1b—1[}

Tij =

Also ergibt sich:
|Ei7 |
V) bmj

_ ‘Emflfi,mflfj’

Tm—1—i,m—1—j pm

Um zu zeigen, dass 7; ; und m,,_1_; ,—1—; gleich sind, ist zundchst zu zeigen, dass die
beiden Mengen FE; ; und E,,_1_;,,-1—; gleichméachtig sind. Dafiir wird eine Fallunter-
scheidung durchgefiihrt.

Fall 1:

Es ist zu zeigen, dass | E; j| < |Ep—1—im—1-;1.5€l (Z14, ..., Tmi) € E; ;. Dann:
Jo<zip+ o F Tpp+i < (+1)0—1

& —jb> —wp— - — g —1>—(j+1)b+1

& —jb+mb—1>mb—1)—z1p— —Tpmp—1>—(J+1b+1+mb—1
S((m—1=7)+1b—1>20b-1—z14)+ -+ (b—1—zpy)+(m—1—1i) >bm—1-j)
S((b—1-z1x)y.... (b=1=2mp)) € Em—1—im—1—j

Daraus kann gefolgert werden, dass | E; ;| < |E,—1—im-1-; | gilt.

Fall 2:

Esist zu zeigen, dass | E; ;| > |Em_1—im—1-;|.Sei (14, ..., Tmi) € Em_1-im—1—j. Dann:
m—1—jb<zip+ - F+Tpr+m—-1—) < (m—-1—j+1)b—1
Sm—-1—-7b—mb+1<-—-mb+1+z1+ - +Tpr+(m—1—1)

<(m—-1—j4+1)b—1—mb+1
S —GHDb+1< (mp—b+ D)+ + (Tpp—b+1)—i < —jb
S+ —-1<b—z1 -1+ +(b—amp—1)+i<jb
S(b—z,—1),...0—xmp—1)) € B
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Daraus kann geschlussfolgert werden, dass | E; ;| > |Ep—1-im—1-; | gilt.

Aufgrund der Fallunterscheidung konnen wir sagen, dass ; ; und m,,_1_; ,—1—; gleich
sind und somit die Ubergangsmatrix punktsymmetrisch ist. O

Nochmal kurz und knapp zusammengefasst wurde in diesem Kapitel die Ubergangs-
matrix definiert. Diese Matrix ist eine quadratische nichtnegative Matrix und beinhal-
tet die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die jeweiligen Kombinationen der Uber-
trage (vgl. Definition [6). Das Besondere an dieser Matrix ist, dass die Eintrdge der
Ubergangsmatrix punktsymmetrisch angeordnet sind (vgl. Satz . Diese Matrix be-
sitzt ebenso wie andere Matrizen bestimmte Eigenwerte sowie Eigenvektoren. Wie die-
se Eigenwerte und Eigenvektoren der Ubergangsmatrix aussehen, soll in dem nichsten
Kapitel erldautert werden.

5 Eigenwerte und Eigenvektoren der Ubergangsmatrix

In diesem Kapitel schauen wir uns die Eigenwerte und Eigenvektoren der Ubergangs-
matrix aus Kapitel {f] an. Dabei gehen die Sitze und Korollare auf J. Holte [Hol97]
zuriick. Bei der Bestimmung der Eigenwerte ldsst sich ein Muster erkennen. Fiir die
schriftliche Addition von 2 Zahlen erhalten wir die Eigenwerte {1,0.1}, und bei der
Addition von drei Zahlen erhalten wir die Eigenwerte {1,0.1,0.01}. Daraus ergibt sich
der folgende Satz:

Satz 3. Die Eigenwerte der Ubergangsmatrix 11,, weisen eine geometrische Folge auf:

Lot p72 . p(mh), (10)

wobei b fiir die Basis steht und m fiir die Anzahl der zu addierenden Zahlen bei der schriftlichen
Addition.

Um den Satz 3| spater beweisen zu konnen, ist etwas Vorarbeit notig. Daher folgen
zundchst noch ein paar Definitionen, die im spdteren Beweis des Satzes 3|ihre Anwen-
dung finden. Der Reihe nach werden nun die Euler-Polynome, die Carlitz-Identitét
und die Matrix V,,, definiert.

Definition 7 (Euler-Polynome). Fiir ein festes m > 0 sei

m—1
Sm(t) = D 19 =3 " A, 4t (11)
k=0

UESm
wobei des(o) fiir die Abstiege in einer Permutation steht (vgl. Gleichung (2)).
Satz 4 (Carlitz Identitéat; siehe z.B. [Pet15] Section 1.5]). Fiir alle m > 0

_Sm®) > (k4 1)mtt. (12)

_ +\ym+1
(1—¢t)m+ =
Definition 8. Sei V,,, = v, fiir 0 < j,k < m — 1 mit
k m+1 ,
S 3 T G (AR 13)
1=0
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Bemerkung 3. Fiir die Eintrige der Matrix V,, gilt nach [Pet15]]

> wisth = (1= 1) S_i(t) mit0 < j.k<m-—1, (14)

k>0
wobei Sy, ;(t) ein Euler-Polynom (vgl. Definition [7) ist.

Wir betrachten nun anhand der schriftlichen Addition von 2 bzw. 3 Zahlen die entste-
henden Matrizen V,,.

1 4 1
1 -2 1

Beispiel 3. Wir iiberpriifen die Aussage bzgl. der geometrischen Folge der Eigenwerte (vgl.
anhand der schriftlichen Addition von 3 Zahlen. An dieser Stelle nutzen wir die Eigenschaft
der Diagonalisierbarkeit der Matrix 11, aus. Mithilfe der Gleichung Vg,HgV}{l = D3 (vgl.
[Pet15| Section 7.2]) iiberpriifen wir an einem Beispiel die Diagonaliserbarkeit der Matrix 115.
Dy steht fiir die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auf der Diagonalen, 11, steht fiir die
Ubergangsmatrix, und V' steht fiir die inverse Matrix zu Vs.

1 4 1 0.220 0.660 0.120 1/6 1/2  1/3 1 0 0
1 0 -1 0.165 0.670 0.165 /6 0 —-1/6| =10 01 O
1 -2 1 0.120 0.660 0.220 1/6 —1/2 1/3 0 0 0.01

Wie im Beispiel bereits gezeigt, funktioniert die Gleichung V.. IL.V..7 ' = D, fiirm = 3.
Durch eine Umstellung der Gleichung ergibt sich die folgende Gleichung in Lemma
[Pet15].

Lemma 5.1. Es gilt V,,11,,, = D,,V,, fiir alle m > 2.
Beweis. Es ist zu zeigen, dass V,,I1,, = D,,,V,,. Diese Gleichung ist &quivalent zu

m—1

Z Vi kTl = % mit0 < ],l <m-—1. (15)

k=0
Hierbei wurde zundchst der formelle Matrixausdruck durch die Eintrdge der Matrizen
ersetzt. Grundbedingungen sind dabei die Definition [§, Theorem §.T| und der Satz
Wenn wir nun die Eintrage 7;,; durch den Ausdruck in Theorem ersetzen, folgt

m—1 m—11+1—(k+1)/b
1 nfm+1\/m+bl+1—-—n)—-1-F
D Ui = I > > (= ( N ) ( ( - ) )Uj,k (16)

k=0 k=0  n=0
l (I4+1—n)b—1
1 m+ 1 m+bl+1—n)—1—k
= — —-1)" E - 17
pm n:O( ) < n ) £ ( m )Uj,k (17)

Fiir die bessere Ubersicht wird ein Zwischenelement M = (I + 1 — n)b — 1 eingefiigt,
sodass die innere Summe aus umgeschrieben werden kann:

Z%Mkl bmz (m+1)2(m+ﬂ]\j_k>%,k- (18)

k=0 k=0
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Anschliefiend kann die innere Summe aus durch den Koeffizienten von t* in dem
folgenden Polynom ermittelt werden. Dabei ist zu beachten, dass » := M — k und
dementsprechend ist tM = t"th = ¢tk =M,

m-+r\ , A Y |
(Z( m >t> (Zvj,kt) o (1_t)m+1(1 £ S (t)

r>0
_ 5w
(1 —¢t)ym+i=J

Z (M + 1) 9tM
>0

Carlitz

Fiir den Koeffizienten von t" wird dann der folgende Ausdruck erhalten:

M
> (m M= ’“) vip = (M + 1), (19)

m
k=0

Wenn wir nun zu unserer Glelchung Zuruckkehren erhalten wir mithilfe des Ko-
effizienten von t" (vgl. (19)):

n=0 n
[
1 1
= ST E (M) 1 - ey
bmn:o n
[
1 +1
= N (=) 1 —n)"
g (" e

Aus der letzten Gleichung folgt dann

m—1 l
m—+1 i V.
SRS S

=0

Wir erhalten fiir v;; den identischen Ausdruck wie in der Defintion[8} Es wurde bewie-
sen, dass die obige Gleichung V,,11,, = D,,V,, korrekt ist. O

Mithilfe von Lemma konnte die Aussage bzgl. der geometrischen Folge der Ei-
genwerte aus Satz 3| bewiesen werden. Ausgangspunkt war dabei das Beispiel 3| Das
Beispiel lieferte die erste Gleichung der Form V,,,I1,,V,-! = D,,. Dabei waren uns schon
die Matrizen V;,, und II,, bekannt aus vorherigen Anschnitten. Die Rechnung liefert
das Ergebnis einer Diagonalmatrix, mit den Eigenwerten auf der Diagonalen. Durch
eine Umstellung der Gleichung in Lemma [5.1| konnte die Aussage dann formell be-
wiesen werden. Wir erhielten fiir die Eigenwerte das Ergebnis 1//, und das stimmt
iiberein mit der Aussage in Satz 3| Somit folgen die Eigenwerte der geometrischen
Folge 1,671, b2 ... b= (m=1),

Korollar 1. Die Eigenvektoren der Ubergangsmatrix sind nicht von der Basis b abhiingig.

Beweis. Die Eigenvektoren lassen sich durch die Matrix V,, darstellen, die ohne die
Verwendung von der Basis b fungiert. O
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Korollar 2. Die erste Reihe der Matrix V,,, entspricht einer Reihe der Euler-Zahlen A,, .

Beweis. In der ersten Reihe von V,, ist j = 0. Durch das Einsetzen der Bedingung in
Gleichung erhalten wir den Ausdruck vo;, = 3.1 (—1)! (™) (k+1—1)™. Dieser
Ausdruck stimmt tiberein mit der alternativen Definition (3) fiir die Euler-Zahlen A,), j.

O

Satz 5. Die letzte Reihe der Matrix V,,, entspricht einer Reihe des Pascal’schen Dreiecks, aller-
dings mit alternierenden Vorzeichen

m—1

U1 = (-1)’“( L )mitmz LO<k<m-1.

Bevor dieser Satz bewiesen wird, ist noch etwas Vorarbeit bzgl. des Pascal’schen Drei-
ecks notwendig. Das Pascal’sche Dreieck ist eine Anordung von Binomialkoeffizienten.
Jeder Eintrag im Pascal’schen Dreieck ldsst sich durch die Addition zweier Elemente
in der dariiberliegenden Reihe ermitteln. Dabei gilt der folgende Grundatz

n+1 n n
(k+1> N (k>+(k+1>' (20)
Als Néchstes ergdnzen wir zwei weitere Hilfslemmata, um anschlieffend den Satz|5|zu

beweisen.

Lemma 5.2. Es gilt

f:(—D’(”“L 1) — (—1)’“(7:’) mit0 <k <m—1undm > 1.

(4
1=0

Beweis. Das Hilfslemma wird mittels Induktion tiber k£ bewiesen.
Induktionsanfang: Wir wéhlen k = 0. Dann folgt eingesetzt

e (1) -y ) 1)

Wir erhalten fiir den Induktionsanfang eine wahre Aussage.
Induktionsschritt: Wir wahlen k > 0 unter der Bedingung, dass die Induktionsvoraus-
setzung fiir £ erfiillt ist.

(") - pen (1) e (5)

1=0
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Lemma 5.3. Es gilt
m+1
Um—1,k = Um—1k— 1+Z ( )

Beweis. Da wir diesmal uns die letzte Reihe der Matrix V,,, anschauen, nehmen wir an,
dass fiir unseren carry-out die folgende Bedingung gilt: j = m — 1.

k

U1 =) (=1 (m;L 1) (k+1—m =D

_ lk0(1)l(m N 1) (k+1— 1)

Nun zum eigentlichen Beweis des Lemmas.

m—+1

e = 00" o o (T Dt (M)
e e
e s )
_Um1k1+z (m“)

]

Beweis von Satz[5l Fiir die Schlussfolgerung ist zu beweisen, dass die folgende Aussage
korrekt ist.

—1
Um—1) = (—1)k <mk ) mitm >1,0<k<m-—1. (21)

Die Gleichung wird mittels Induktion tiber k£ bewiesen.
Induktionsanfang: Sei m > 1 beliebig und wéhle £ = 0. Dann gilt eingesetzt

Ume10 = (—1)0(mo+ 1) 1=1= (—1)0(m0_ 1).

Wir erhalten fiir den Induktionsanfang eine wahre Aussage.
Induktionsschritt: Sei k > 1 und die obige Induktionsvoraussetzung ist erfiillt fiir £ — 1.

So ist: .
e = (—D)F (T
Um—1,k—1 ( ) (k:—l)
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Abschlieflend folgt nun fiir die letzte Reihe:

B n i( 1)1» m+1
Um—1,k Lemma 5.3 Um—1,k-1 7

() s
sz D (73__ | > + (=0 (7:)
- (1) -(0)

5 (")

Nachdem wir uns schon die Reihen der Matrix V,, angeschaut haben, schauen wir uns
nun die Spalten der Matrix V,, etwas genauer an.

]

Korollar 3. Die Eintriige der ersten Spalte der Matrix V,, bestehen nur aus der Zahl 1.

Beweis. Unter Verwendung von konnen wir fiir k¥ = 0 sagen, dass

Ui = g(—nl (m z+ 1) O+1—1)" =1

O
Korollar 4. Die Eintrige der letzten Spalte der Matrix V., sind nur die Zahlen 1 oder —1.

Beweis. Aus Definition [§ist bekannt, dass & maximal so grofs ist wie m — 1. Daher folgt
eingesetzt:

Vi1 = ?—1)1 (") -1 -y

@1 m—1

Wir konnen also sagen, dass es nur von dem ersten Faktor abhdngig ist, ob der letzte
Eintrag der letzten Spalte die Zahl 1 oder -1 ist. Grund dafiir ist dann unser m, also
unsere Anzahl an zu addierenden Zahlen. Wenn wir ein ungerades m haben, erhalten
wir die Zahl 1, und wenn wir ein gerades m haben, erhalten wir die Zahl -1. O

Kommen wir zuriick zu der Frage aus dem Kapitel 3| Die Losung auf die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Ubertrag bei der Addition von m Zahlen
liefert der folgende Satz, siehe z.B. [Hol97].

Satz 6 (Holte). Bei der Addition von m Zahlen zur Basis b ist die Wahrscheinlichkeit, einen
Ubertrag der GrifSe k zu erhalten,

A :
Pk = =5 mitk=0,1,...,m-1. (22)
m:
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Mithilfe des Satzes von Perron-Frobenius (vgl. Satz[I) kénnen wir diesen Satz bewei-
sen. Doch zunachst noch eine kurze Zusammenfassung der Ubergangsmatrix I1,,. Die
Ubergangsmatrlx II,,, ist eine quadratische Matrix, deren Eintrdge positv sind (siehe
Definition @ Der betragsmifig grofite Eigenwert der Ubergangsmatrix ist 1 (siehe
Satz3).

Beispiel 4. Der Satz von Perron und Frobenius beruht auf der folgenden Formel: vIl,, =
p(1L,,,)v. Fiir p(I1,,,) gilt laut Satz 3| p(11,,,) = 1. Laut Holte [Hol97| ergibt sich fiir den statio-
nary probability vector v die Gleichung vIl,, = v. Diese ist sehr dnhlich zu der Gleichung aus
dem Satz |1} Der stationary probability vector v ist charakterisiert durch v = (po, ..., Pm-1),
wobei m fiir die Anzahl der zu addierenden Zahlen steht. Nun wird zuniichst am Beispiel der
schriftlichen Addition von 3 Zahlen die Gleichung iiberpriift.

0.220 0.660 0.120

(po, p1,p2) | 0.165 0.670 0.165 | = (po, p1,p2)
0.120 0.660 0.220

Aus der obigen Gleichung ergibt sich das folgende Gleichungssytem mit drei Unbekannten.

0.220py + 0.165p; + 0.120p2 = po
0.660pg + 0.670p; + 0.660py = py
0.102py + 0.165p; + 0.220p; =

Durch einige Umformungen lisst sich erkennen, dass folgende Bedingung gilt: py = pa = 2ps.
Zudem ist bekannt, dass die Summe des Vektors mit den Eintrigen py, p1, pe die Zahl 1 ergibt.
Daraus ergibt sich dann fiir den stationary probabiltiy vector v = (g, %, 3)-

Beweis. Wir konnten erkennen, dass die Eintrdge des Vektors v dieselben sind, wie
sie durch p,, , ermittelt werden konnen. Diese Eintrdge p,, , haben wir bereits in der
Matrix V,,, erkannt, ndmlich in der ersten Reihe der Matrix. Dort wurde festgestellt,
dass die erste Reihe die Euler-Zahlen enthilt (vgl. Korollar [2). Beim Vergleich konnten
wir erkennen, dass der Vektor v dieselben Eintrdge enthilt wie sie in p,,; enthalten
sind. Man kann daraus nun schlussfolgern, dass v und p,,  dieselben Eintréage liefern.
Also kann man sagen, dass v auch dargestellt werden kann durch

Am,() Am,m—l

g 000y

).

Zusammengefasst konnen wir feststellen: Weil der Spektralradius von II,, laut dem
Satz 3] eins ist, kénnen wir mithilfe des Satzes von Perron-Frobenius sagen, dass die
erste Reihe der Matrix V},, proportional zu der stabﬂen Verteilung des Ubertragspro-
zesses ist. Daher folgt, dass der Satz von Holte (22) korrekt ist [Pet15]. O

v="(po,-,Pm-1) = (

m)! m!

Dieses Kapitel beschiftigte sich mit den Eigenwerten und Eigenvektoren der Uber-
gangsmatrix aus dem Kapitel 4| Dabei wurde festgestellt, dass die Eigenwerte einer
bestimmten geometrischen Sequenz folgen (vgl. Satz[3). Aber auch die Eigenvektoren
zu den Eigenwerten befinden sich in einer Matrix V/,. Bei der Betrachtung dieser Ma-
trix V,, wurde festgestellt, dass in der ersten und letzten Spalte sowie Zeile Besonder-
heiten vorhanden sind. Um ein paar zu nennen: In der ersten Reihe der Matrix findet

24



man eine Reihe der Euler-Zahlen (vgl. Korollar [2) wieder oder die letzte Reihe weist
Parallelen zu einer Reihe des Pascal’schen Dreiecks (vgl. Satz5) auf. Mithilfe des Wis-
sens iiber die letzte Reihe konnte auch der letzte Eintrag der letzten Spalte bestimmt
und definiert werden (vgl. Korollar[). Dieser Eintrag ist entweder 1 oder —1, abhingig
von der Anzahl der zu addierenden Zahlen.
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6 Ausblick

Wenn wir jetzt nochmal die bisherigen Kapitel Revue passieren lassen, konnen wir
feststellen, dass wir uns mit einigen Themen auseinandergesetzt haben. Unter ande-
rem mit dem Satz von Perron-Frobenius (siehe Kapitel [2) inklusive einer Anwendung
in Form des Rankings von Sportmannschaften (siehe Kapitel , den Ubergangsma-
trizen (siehe Kapitel [3) sowie deren Eigenwerten und Eigenvektoren (siehe Kapitel ),
aber auch der schriftlichen Addition (siehe Kapitel 3).

Ganz explizit konnten wir erkennen, dass die schriftliche Addition der Ursprung ist.
Die schriftliche Addition bietet mehr als nur das stumpfe Addieren von Zahlen.
Wenn man bei der Addition von m Zahlen mit einem carry-in 7 startet und einen
carry-out von j erhalten mochte, kann man die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimm-
te Kombination mithilfe der Ubergangsmatrix berechnen. Die Ubergangsmatrix ver-
anschaulicht alle entsprechenden Ubertragskombinationen und ist dementsprechend
eine m x m Matrix, wobei m die Anzahl der zu addierenden Zahlen ist. Ebenfalls wur-
de bewiesen, dass bei der Addition von m Zahlen hochstens ein Ubertrag vonm — 1
auftreten kann (vgl. Lemma . Bei der Betrachtung der Ubergangmatrix wurde fest-
gestellt, dass die Eintrdge punktsymmetrisch angeordnet sind. Im weiteren Verlauf der
Arbeit wurden die Eigenwerte sowie Eigenvektoren der Ubergangsmatrix berechnet.
Dabei wurde festgestellt, dass diese Eigenwerte einer bestimmten geometrischen Se-
quenz folgen. Analog zur Ubergangsmatrix wurde neben einer Diagonalmatrix, die
die Eigenwerte der Ubergangsmatrix enthalten hat, eine Matrix V,, aufgestellt. Diese
beinhaltet die entsprechenden Eigenvektoren der Matrix II,,,. Bei genauer Betrachtung
der Matrix V,, konnte festgestellt werden, dass die erste und letzte Reihe Parallelen
zu den Euler-Zahlen und dem Pascal’schen Dreieck aufweist. Letztgenannter Aspekt
liefert auch die Begriindung tiber den letzten Eintrag der letzten Spalte. Dieser kann
nur zwei Werte annehmen und entscheidend dafiir ist die Anzahl der zu addierenden
Zahlen. Ganz am Ende konnten wir sogar feststellen, dass man die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Ubertrag k bei der der Addition von m Zahlen berechnen kann. Grundlage
war hierbei der Satz von Perron-Forbenius. Mithilfe von dem Satz konnte die Formel
fiir die Berechnung von einem bestimmten Ubertrag bei m Zahlen bewiesen werden.
Zum Abschluss wollen wir nochmal einen kleinen Ausblick wagen. Wir haben uns in
den Kapiteln mit viel Theorie beschiftigt, doch nun wollen wir schauen, wo die aufge-
griffenen Themen noch in unserem weiteren Alltagsleben zu finden sind.
Beispielsweise wird der Satz von Perron-Frobenius nicht nur im Sport benutzt, son-
dern auch bei Suchmaschinen, wie z.B. Google (vgl. [HWO06, Kapitel 6.3]). Wenn man
nach einem Begriff im Internet sucht, sortiert die Suchmaschine Google die Ergebnis-
se nach einer bestimmten Wichtigkeit. Die einzelnen Webseiten erscheinen dann dem
Leser in einer bestimmten Liste. Die einzelnen Webseiten, die diesen gesuchten Begriff
enthalten, werden dabei nach fallender Wichtigkeit sortiert. So erhélt der Leser die
"besten" Webseiten zu seinem gesuchten Begriff zuerst.

Aber auch die Markov-Ketten (vgl. Definition 3) finden im Alltag eine Anwendung.
Zum Beispiel kann man bei verschiedenen Gesellschaftsspielen Markov-Ketten fin-
den. Ein Beispiel ist dabei das Leiterspiel. Hier muss man mit seiner Spielfigur ein
Spielfeld durchlaufen und dabei als Erster das Ziel erreichen. Auf dem Spielfeld befin-
den sich allerdings Hindernisse, die sogenannten Leitern. Je nachdem, auf was fiir ein
Feld man trifft, kommt man ndher ans Ziel oder entfernt sich durch das Absteigen der
Leiter wieder vom Ziel. Ob man bei diesem Spiel weiter Richtung Ziel laufen darf oder
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nicht, hdngt immer nur von dem eigenen vorherigen Spielzug ab. Die Positionen diir-
fen doppelt besetzt werden und das Rausschmeifien ist untersagt. Das heifst nur der
letzte eigene Spielzug beeinflusst den Spielverlauf. Die gegnerischen Spielziige sind
fiir den eigenen Verlauf des Parcours nicht zu beachten.
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7 Anhang

Im Anhang befinden sich die Ergebnisse des Programms MATLAB [Mat21] fiir die
Anwendungen des Satzes von Perron-Frobenius (vgl. Kapitel 2.1).

o°

NFL-Beispiel
% Eigenwerte von Matrix A ermitteln
W=eig (A)

W =

0
0.4317
-0.2000
-0.2317
0.2500
-0.2500

betragsmédBig grolRte Eigenwert ist der Spektralradius
normierte Eigenvektoren bestimmen

VvV =
0 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.2238 -0.1715
0 0.5470 0.7071 0.3875 -0.1279 0.6860
1.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.8953 0.0000
0 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.2238 0.1715
0 0.5470 -0.7071 0.3875 -0.1279 -0.6860
0 0.6336 0.0000 -0.8364 -0.2558 -0.0000

o\

Bundesliga Beispiel
% Eigenwerte von Matrix B ermitteln
L=eig (B)

L =

41.9182 + 0.00001
-2.0794 +11.37411
-2.0794 -11.37411
-2.5637 + 9.24321

-2.5637 - 9.24321
-2.5736 + 7.35321
-2.5736 - 7.35321
-2.3906 + 6.75671
-2.3906 - 6.75671
-3.0543 + 5.54711
-3.0543 - 5.54711
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-3.0661 + 3.92511
-3.0661 - 3.92511
-2.0998 + 0.000041
-2.0222 + 1.95581
-2.0222 - 1.95581
-2.1593 + 2.44051
-2.1593 - 2.44051

% betragsmédBig grolte Eigenwert ist der Spektralradius
% normierte Eigenvektoren bestimmen
[Q,V]=elg(B)

Q:
Columns 1 through 3

0.3904 + 0.00001 0.0638 - 0.04411 0.0638 + 0.04411
0.2979 + 0.00001 0.2961 - 0.00711 0.2961 + 0.00711
0.3069 + 0.00001 0.0963 - 0.32391 0.0963 + 0.3239i
0.2775 + 0.00001 0.2377 + 0.00391 0.2377 - 0.00391
0.3067 + 0.00001i -0.0192 + 0.03521i -0.0192 - 0.03521
0.2475 + 0.00001 -0.1255 + 0.1458i -0.1255 - 0.14581
0.2518 + 0.00001i -0.0432 - 0.1175i -0.0432 + 0.11751
0.2439 + 0.00001 0.0159 - 0.33441 0.0159 + 0.3344i
0.2068 + 0.00001i -0.2395 + 0.2194i -0.2395 - 0.21941
0.2060 + 0.00001 0.1515 + 0.19081 0.1515 - 0.19081
0.2094 + 0.00001i -0.1276 - 0.0736i -0.1276 + 0.07361
0.2115 + 0.00001 -0.0777 - 0.2195i -0.0777 + 0.21951
0.1827 + 0.00001i -0.3412 + 0.0000i -0.3412 + 0.00001
0.1556 + 0.00001 0.0924 + 0.15531 0.0924 - 0.15531
0.1577 + 0.00001 0.2566 + 0.15641 0.2566 - 0.15641
0.1599 + 0.00001i -0.1001 - 0.1142i -0.1001 + 0.11421
0.1429 + 0.00001 0.1649 - 0.04721 0.1649 + 0.04721
0.0848 + 0.00001 -0.0195 + 0.1901i -0.0195 - 0.19011
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